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0 引言

无功优化是指在满足各种约束条件下，利用无
功控制手段，如控制可调变压器的分接头、可投切电
容器投切数量等，来提高电压水平，降低系统有功损
耗。 但变压器变比和并联电容器组都不能进行连续
的调节，因此，无功优化实质是一类非线性混合整数
规划问题。 如何有效地处理这些离散变量一直是该
类问题的一个难点。 多年来，国内外学者对此进行
了大量的学术研究，并提出了一系列优化算法。

一种处理方法是先将离散变量作为连续变量参
与优化，求得优化解后再进行简单的就近取整，但可
能会导致某些约束越限。 文献［1］提出了将无功优
化问题中的离散变量进行二进制编码的连续化处
理，从而把该混合整数优化问题转化为一个等价的连
续优化问题来求解。 文献［2鄄4］采用二次罚函数来处
理离散变量，并将其嵌入到非线性原对偶内点法中。
分枝定界法是一种求解混合整数规划问题的有效方
法，学者们对此进行了大量的研究。 文献［5］对分枝
定界算法选择规则进行了较为深入的研究，提出一种
快速分枝定界算法。文献［6］用常规的分枝定界法求
解，计算量较大。 文献［7］采用简化分枝定界法进行
求解，计算量有所减少，但是不能保证获得最优解。
文献［8］将原对偶内点法和分枝定界法结合起来求
解最优潮流问题，实现了精确求解严格最优潮流问
题，但是当离散量较多时，计算相当耗时。 文献［9］运
用原对偶内点法和分枝定界法解决电力系统无功优
化问题，找到了比传统无功优化更加合理的全局最优
解，针对大规模系统计算耗时，提出了简化分枝定界
算法。 并行分枝定界算法在整数规划问题中获得了
大量的运用 ［10鄄12］：文献［10鄄11］深入研究了分枝定界
并行策略，获得了良好的并行效果；文献［12］提出一

种负荷平衡策略，获得较好的并行性能。
本文采用分枝定界法求解混合整数优化问题，

采用原对偶内点法求解整数规划的松弛问题。 由于
完全分枝定界分枝数庞大，计算量大，本文提出一种
并行分枝定界策略，采用主从机模式和异步通信策
略，测试算例表明，该并行策略有效地提高了计算效
率，各从机负荷平衡性好，获得良好的加速比。

1 配网无功优化数学模型

以系统有功损耗为目标函数，配电网络无功优
化的非线性模型可表示成如下形式：

min
u

f（x，u）

s.t. h（x，u）=0
� �� x≤x≤x軈

� �� u≤u≤u軈

（1）

其中，f（x，u）为目标函数，表示配网有功损耗；h（x，u）=
0 表示配网潮流方程；x≤x≤x軈 表示电压上下限约束，

x 是连续变量，由节点电压组成；u≤u≤u軈 表示离散

变量上下限约束，u 表示离散变量，由可调变压器变
比和无功补偿电容器投切组数构成。 可见，这是一
个混合整数规划问题。
1.1 目标函数值

以网络损耗最小为目标函数：
F=Ploss（Q，T） （2）

其中，Ploss（Q，T）表示电容器投切为 Q、变压器分接头
档位为 T 时的网络损耗。
1.2 潮流方程约束

配网潮流方程约束采用电流不平衡形式：

ΔIxi= Ixi-鄱
ji
（Gijej-Bij fj）=0

ΔIyi= Iyi-鄱
ji
（Gij fj+Bij ej）=0

（3）

摘要： 将原对偶内点法与分枝定界法综合应用于无功优化过程中，提出一种并行分枝定界策略。 该并行分
枝定界策略采用异步通信策略和主从控制模式，并行平台为分布式内存存储下的分布式并行平台，各工作机
并行产生决策树，并行对各自的子问题执行分枝定界操作。 2 个测试算例结果表明，该并行策略负荷平衡良
好，能有效提高计算效率，获得良好的加速比。
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� � � � � Ixi= -PDi ei-QDi fi
ei2+ f i

2 i=1，…，nB （4）

Iyi= -PDi fi+QDi ei
ei2+ f i

2 i=1，…，nB （5）

其中，PDi、QDi 为节点 i 有功和无功负荷；Gij、Bij 为对
应节点导纳；nB 为节点数。
1.3 电压上下限约束

电压上下限约束表示为：
U 2

imin≤ei2 + f i
2≤U 2

imax i=1，…，nB （6）
1.4 控制变量约束

Qimin≤Qi≤Qimax i=1，…，mSVC （7）
Timin≤Ti≤Timax i=1，…，ltr （8）

其中，Qi、Ti 为离散变量，mSVC 为装设电容器节点数；ltr
为可调变压器台数。

2 原对偶内点法求解非线性规划问题

分枝定界法求解该混合整数规划问题时，需要
求解大量的连续变量非线性规划问题，即不考虑离
散变量约束的松弛问题，本文用原对偶内点法求解
该非线性规划问题。 原对偶内点法是现代内点算法
中最好的算法，该方法鲁棒性强，收敛迅速。 原对偶
内点法求解非线性规划问题可参考文献［13］。

3 分枝定界法求解整数规划问题

分枝定界算法的基本思想就是对于可行解为有
限数的有约束条件的最优化问题，把整个可行解空
间反复地分割为越来越小的子集（称为分枝），并且
为每个子集的目标函数值计算一个下界（称为定
界）；在每次分枝后，凡是界限不优于已知可行解集
目标函数值的子集不再进一步分枝（称为剪枝），这
样许多子集可不予考虑。 分枝定界算法具有以下 4
个基本定则。

a. 分枝定则。
分枝定则定义如何将问题划分为子问题。 一般

选用二分法进行分枝，对未达到整数值的离散变量
进行松驰，假如松驰子问题最优解中某一离散变量
Xr 的值不是整数，则构造 Xr≤Ir 和 Xr≥Ir + 1 这 2 个
约束分别加入原松驰子问题中形成 2 个新的子问
题，Ir 是 Xr 的整数部分。

b. 定界定则。
定界定则定义如何计算一个子问题最优解的上

下界。 对已达到整数可行解的子问题最优解，判断
其是否小于已知下界，若满足条件则进行修改。

c. 选择定则。
选择定则定义应选择哪个子问题进行分枝。 节

点的选取方法就是考察一次分枝后，下一步应选择
哪个或哪些节点继续进行分枝计算。 主要有深度优
先搜索和广度优先搜索。

d. 削除定则。
削除定则定义如何识别和消去不可能产生原始

问题的最优解的子问题，即识别和删除其中不良分
枝。 子问题无可行解、找到整数要求的可行解或者其
目标函数值大于已知上界，则进行剪枝操作。

分枝定界算法求解混合整数规划问题基本步骤
可概括如下［7］。

a. 松驰原问题，即将离散变量连续化，并用原对
偶内点法求解该非线性连续规划问题。 若无解，则
原问题无解；否则，置下界 z 为连续规划问题的目标
函数值，置上界 z 为一足够大数。

b. 若无可行解或解的目标函数值已超过 z，转
至步骤 g；否则继续下一步。

c. 若满足整数条件，转至步骤 f；否则继续下
一步。

d. 分枝并记录分枝信息。 选择父问题的最优解
中某一非整数变量，构造 Xr≤Ir 和 Xr≥Ir + 1 这 2 个
新的约束，分别加入原松驰子问题中形成 2 个新的
子问题。

e. 选择其中一个分枝，用原对偶内点法求解，然
后转至步骤 b。

f. 保存目前的最优解，并更新 z。
g. 若所有分枝都已检索完毕，则停止计算，至此

得到的最优解就是原问题的最优解。
h. 沿分枝回溯到最近一个尚未检索的分枝（后

进先出），用原对偶内点法求解，然后转至步骤 b。
由上可知，分枝定界算法在理论上可以找到最

优解。 实际计算中，当变量较少时，可以获得满意的
结果，但当系统较大，尤其是整型变量较多时，分枝
数较多，决策树庞大，需要占据较大内存，计算相当
耗时，算法流程图如图 1 所示。
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图 1 分枝定界算法流程图
Ｆｉｇ．1 Flowchart of branch & bound algorithm
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4 并行分枝定界策略

为了应对串行分枝定界占用内存严重、计算耗
时等问题，本文提出一种并行分枝定界策略，各工作
机并行产生决策树，并行对各自的子问题执行分枝
定界操作。 分枝定界有多种并行策略，各并行策略
与所使用的并行平台有很大关联。 根据各机通信协
议的不同可划分为同步和异步并行算法；根据工作
内存数量的不同可划分为中央存储（共享内存）、分
布式内存和混合存储策略。 共享内存模式下，全部
子问题保存在一个内存下；分布式内存下，各工作机
保存各自的子问题并分别进行分枝定界搜索；混合
存储，各工作机有各自的内存，同时有一个共享内
存，供所有工作机共享。

本文使用分布式并行机平台、分布式内存存储
策略。 各并行机有各自的内存，存储各自的子问题
并分别进行分枝定界搜索，各并行机采用异步通信
模式。 并行机控制采用主从模式，在并行机中选择一
台作为主机，其余为工作从机。 主机负责初始任务
的产生和分配，协调从机工作进度，平衡各从机负
荷，各工作从机对各自的子问题执行分枝定界操作。
分枝定界并行算法需要解决的问题主要有：初始问
题产生和任务分配，各工作从机负荷动态平衡，最优
值上限交互，终止条件。

a. 初始问题产生和任务分配。 在算法执行起始
阶段，只有一个子问题，因此，不可避免地存在一个
并行起始阶段；另一方面，产生一些子问题就立刻启
动并行未必是一个好策略，因为串行计算可能产生
的最优值上下界会消除一些节点，从而导致并行时
某些子树是无意义的计算。 本文初始策略为：工作主
机串行搜索根节点，直到产生 K 个子节点（子问题），
K 定义为工作从机的数量，然后把所得的 K 个子问
题分配给各工作从机。

b. 各工作从机负荷动态平衡。 各工作从机负荷
量一般以其子问题数量计量即可，工作从机负荷量发
生变化都将其新的负荷量通知主机。 主机负责任务
的动态分配，平衡各工作从机负荷。 当从机负荷量
为零后，从机向主机请求分配任务，主机接到消息后，
选择任务数最多的一个从机，请求其给该空闲机发送
任务（N 个），若从机发送 N 个任务后自身负荷量低
于某设定值 La，将通知发送任务失败。 本文中，La、Ｎ

均取为 1。 显然，该负荷平衡策略下，各工作机为异
步通信模式，工作机间的通信可能发生在任何时刻。

c. 最优值上下界交互。 当某从机找到一个更好
的最优值上界，其将该值广播给其他所有工作从机。

d. 终止条件。 在分布式内存消息模式下，终止
条件一般设定为从机工作内存子问题都为空，并保
证没有消息在机群间传送。

为了评价并行策略的有效性，提出如下并行分
枝定界性能评价标准。

a. 搜索树惩罚因子：定义并行子问题数与串行
子问题数之比为搜索树惩罚因子 Ps。

b. 负荷平衡因子：各从机最小有效计算时间与
最大有效计算时间之比为负荷平衡因子 Lf。 有效时
间指的是进行分枝定界操作时间，不包括通信时间。

c. 加速比：串行分枝定界计算时间与并行分枝
定界计算时间之比为加速比 S。

5 算例分析

5.1 测试算例
本文采用 2 个试验系统作为算例，对算法进行

分析和验证，表 1 给出了 2 个测试算例的参数，其
中，nL 为系统线路数。 试验系统 1 为 23 节点系统，
有 12 台可调变压器，可调档位均为 9 档，有 10 个节
点装设有可补偿电容器，电容器组数均为 5 组；试验
系统 2 为 25 节点系统，有 5 台可调变压器，档位均
为 5 档，5 个节点装有可投切电容器，电容器组数均
为 6 组。

5.2 测试结果
根据上面提出的并行分枝定界策略，在 19 核和

33 核下测试以上 2 个算例，分析其性能，同时运用
串行分枝定界算法对以上 2 个算例进行测试，分析
其运行性能。 工作主机硬件为 2×Intel Xeon E5520
CPU，6×1 GB DDR3 1333 MHz 内存，其他工作从机
硬件为 2 × Intel Xeon X5550 CPU，6 × 2 GB DDR3
1333 MHz 内存。 并行环境在 MATLAB2009b 环境下
测试。 所得结果如表 2 所示，表中 M 是并行起始阶

试验系统 nB nL ltr mSVC

１ 23 22 12 10
２ 25 24 5 5

表 1 测试算例参数
Tab.1 Parameters of tests

试验系统 并行算法 子问题数 计算时间 ／ s Ps Lf S

１ M=P-1，P=19 53472 205.0235 0.7589 0.9931 24.7490
M=P-1，P=33 66162 147.6754 0.9390 0.9946 37.1360

２
M=P-1，P=19 8762 29.9728 0.6767 0.9718 25.6680
M=P-1，P=33 8964 19.3687 0.6920 0.9578 39.7213

表 2 并行分枝定界算法性能分析
Tab.2 Performance analysis of parallel branch & bound algorithm
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段工作主机初始问题产生的个数；P 是核的数目，包
括 1 个工作主机和 P-1 个工作从机。 运用串行分枝
定界算法对这 2 个算例进行测试，分枝定界法用深
度优先搜索策略，测试结果如表 3 所示。

根据上面提出的并行分枝定界策略，并行起始阶
段，工作主机串行产生 P-1 个子问题，并分配给 P －1
个工作从机，此后工作从机对各自的问题并行计算。
从表 2 可以看出，2 个试验系统的并行效果均较好，
各从机负荷平衡性好，子问题数少于串行分枝定界算
法问题数，获得良好的加速比，加速比甚至大于并行
机数目，这是因为与串行分枝定界法相比，并行分枝
定界算法可能提前找到更好的最优解从而避免了一
些子问题的求解，由此减少计算时间，获得良好的加
速比。 此外，从表 2 可以看出，各工作从机平衡因子
接近 1，负荷平衡性好，因此，本文提出的负荷平衡
策略是有效的。 为了分析核的数量对该并行策略的
影响，对 25 节点系统分别在 3 核、7 核、13 核、19核、
25 核和 33 核下进行测试。 图 2 和图 3 分别描述加
速比和负荷平衡因子随核的数量变化折线。 从图 2
可以看出，该并行分枝定界算法几乎可获得超线性加
速比，核的利用数量达 33。 异步通信模式下的并行
算法，各工作从机负荷动态平衡是一个很重要的问
题，从图 3 可看出，该并行分枝定界策略能适应不同
核的数量，负荷平衡因子随核的数量增加有减少趋
势，其值不低于 0.955，负荷平衡性良好。

6 结论

无功优化是一类非线性混合整数规划问题，对

于离散变量的处理一直是该问题的难点。 本文提出
一种并行分枝定界算法，各工作从机并行产生决策
树，分别进行分枝定界操作，主机负责初始任务产生
和分配、各工作从机任务动态分配和负荷平衡等。 测
试结果表明，该并行分枝定界策略运行效果良好，搜
索树惩罚因子低，负荷平衡因子接近 1，获得良好的
加速比。 本文算法有如下特色：

a. 本文中各并行机通信采用异步通信模式，各
从机通信可能发生在任何时间，与同步通信模式相
比，可有效地降低等待时间；

b. 本文并行策略中分配一台计算机为主机，负
责初始任务分配和负荷动态平衡，测试算例表明，本
文提出的分枝定界算法负荷平衡性好，可获得良好
的加速比；

c. 与串行分枝定界算法相比，本文提出的并行
分枝定界策略产生的子问题数有所减少，甚至可获
得超线性加速比，这是因为并行分枝定界算法可能
提前找到一个更好的最优解从而避免一些子问题的
计算；

d. 本文提出的分枝定界并行策略采用异步通信
模式，异步通信模式下的并行算法需要解决各并行
机负荷平衡问题，测试算例表明，本文提出的并行分
枝定界策略负荷平衡性良好，能适应不同数量的并
行机。
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Distribution grid reconfiguration based on extreme learning machine
WU Dengguo，LI Xiaoming

（School of Electrical Engineering，Wuhan University，Wuhan 430072，China）
Abstract： To minimize the active power loss of distribution grid reconfiguration，a neural network
reconfiguration model based on the extreme learning machine is proposed，which reflects the nonlinear
relationship between the load pattern and the switch state of distribution grid. Having simple network
structure and fast training speed，the model takes the load pattern as its input and outputs the switch states
to reconfigure the distribution grid with minimum active power loss. The structural risk minimization rule of
the statistical learning theory is introduced into the extreme learning machine based on the empirical risk
minimization to minimize the empirical risk and confidence interval. The actual risk is thus minimized and
the expectation error is decreased. Simulative research is carried out for two typical cases of distribution
network reconfiguration with different reconfiguration models：support vector machine，BP neural network and
extreme learning machine. Results show that the proposed model has both better generalization performance
and faster training speed.
Key words： distribution grid reconfiguration； minimized grid loss； extreme learning machine； structural
risk； empirical risk； models； electric power distribution； risks

Reactive power optimization based on primal鄄dual interior point method
and branch & bound algorithm for distribution network

and its parallel implementation
WANG Yun，JIANG Quanyuan

（College of Electrical Engineering，Zhejiang University，Hangzhou 310027，China）
Abstract： The primal鄄dual interior point method and the branch & bound algorithm are integrated and
applied in the reactive power optimization，and a parallel branch & bound strategy is proposed，which adopts
asynchronous communication and master鄄slave control mode. In parallel，each machine of the parallel
platform with distributed memory generates the decision tree and executes the branch & bound operation for
its own process. Results of two tests show that，the parallel strategy balances the load well，improves the
computational efficiency effectively and obtains an excellent speedup ratio.
Key words： reactive power； optimization； interior point method； branch and bound； parallel computing；
models
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