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PMSM sensorless control based on second鄄order sliding mode observer
ZHANG Xiaoguang，SUN Li，CHEN Xiaolong，AN Quntao

（School of Electrical Engineering and Automation，Harbin Institute of Technology，Harbin 150001，China）
Abstract： A kind of second鄄order sliding mode observer is proposed to estimate the rotor position and
speed of PMSM（Permanent Magnet Synchronous Motor），which combines the linear sliding mode with the
hybrid non鄄singular terminal sliding mode to avoid the phase lag caused by the low鄄pass filter in
conventional sliding mode observer and to improve the precision of rotor position and speed estimation. The
sliding mode control law is designed to restrain the inherent chattering and to guarantee the stability of
observer. The tracking algorithm with phase鄄lock function is employed to demodulate rotor position and
speed from the observed back electromotive force. Simulative and experimental results demonstrate the
validity of the proposed observer.
Key words： second鄄order sliding mode observer； sliding mode control； phase locked loops； PMSM； control

摘要： 持续的周期性扰动会引发电力系统强迫功率振荡，从产生机理到振荡特征强迫功率振荡均与经典弱阻
尼自由振荡有较大的区别。 从功-能转换的角度分析了强迫功率振荡过程中的能量特性。 首先根据系统发生
强迫功率振荡时的稳态响应建立强迫振荡过程中的功-能关系函数，然后利用系统的能量变化关系分析系统
发生等幅受迫振荡的原因并以实际系统为例分析振荡过程中的功-能变化过程，比较了不同强迫振荡源频率
时对应系统的能量变化情况，最后在上述分析的基础上研究了系统在 3 种能量共振状态时的运行特性。
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电力系统强迫功率振荡过程中的功-能转换
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0 引言

随着跨区大电网的高速发展，实际系统中出现
了一些由周期性扰动引起的强迫功率振荡现象 ［1鄄4］。
其产生原因与振荡特征均不同于经典的负阻尼机理
功率振荡 ［5鄄9］，因此强迫功率振荡受到了越来越多的
关注［10 鄄14］。 在振荡机理方面，文献［10］基于经典单机
系统提出了电力系统强迫功率振荡的基础理论，文
献［11］依据复模态分析方法分析了多机系统强迫功
率振荡的稳态响应特性及主要影响因素，文献［12］
分析了周期性负荷扰动引发强迫功率振荡的机理；
在强迫振荡源方面，文献［13］分析了汽轮机功率扰
动引起强迫功率振荡的共振机理，文献［14］利用系统
中的能量转化特性识别强迫功率振荡扰动源位置。

电力系统是一个复杂的非线性系统，其本身具
有一定的能量结构 ［15鄄19］，与弱阻尼自由振荡相比，电
力系统强迫功率振荡具有完全不同的能量转换形式
和特点。 本文从电力系统强迫功率振荡过程中的
功-能转换关系出发研究电力系统在强迫力作用下
的能量变化情况，从功-能转换的角度分析系统强迫
功率振荡机制及系统发生等幅振荡的原因。 根据受
迫振动机理［20］，当振荡源扰动频率不同时，系统的动
能、势能及总平均能量均会呈现出不同的振荡幅度，
与之对应的某振荡频率值会出现最大动能、最大势能
和最大总平均能量的运行状态 ［21鄄23］，称之为动能共
振、势能共振和能量共振状态，最后在前文分析的
基础上研究了 3 种能量共振状态下系统的运行特性。

1 强迫功率振荡稳态响应

采用经典模型的单机无穷大系统，发电机采用
二阶经典模型，根据受迫振动原理［20］，考虑发电机机
械功率变化，将转子角运动方程在稳定运行点线性
化之后可以得到：

MΔδ咬 +DGΔδ觶 +KΔδ=ΔPm （1）
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其中，M 为发电机惯性时间常数；DG 为系统阻尼系
数；K 为发电机同步转矩系数；Δδ 为转子角偏移量；
ΔPm 为机械功率变化量。

式（1）是一个二阶常系数非齐次微分方程，其解
包括通解和特解 2 个部分 ［10］：通解即为所对应齐次
微分方程的解，它只与系统本身参数有关，在一定时
间内由于系统的阻尼作用逐渐衰减；而特解与发电
机机械功率变化量 ΔPm 直接相关。 本文将研究通解
衰减以后系统特解的稳态响应特性。

假设机械功率为强迫振荡源，其变化量为 ΔPm=
F0cos ωn t，则式（1）可以写成：

Δδ咬 +2βΔδ觶 +ω0
2Δδ= f0cos ωn t （2）

其中，β =DG ／ （2M）为系统阻尼因子；ω0 = Ｋ ／ Ｍ姨 为
无阻尼自然振荡角频率；f0 =F0 ／ M，F0 为振荡源波动
幅值。

则系统的稳态响应及特解为：
Δδ=Acos（ωn t+φ） （3）

其中，振幅 A = f0 ／ （ω０
２－ωn

2）２+4β２ ω2
n姨 ；φ 为系统转

子角特解与强迫振荡源 ΔPm 的相位差 ，满足 φ =
arctan［（ω0

2-ω2
n） ／ （２β ωn）］-π ／ 2。

相位 φ 随强迫振荡源频率 ωn 的变化关系见图1。

发电机转子角速度变化量见式（４）。
Δω=dΔδ ／ d t=ωnAcos（ωn t+φ+π ／ 2） （4）

2 系统的功-能关系

系统由于强迫力 ΔPm 的作用使转子角产生等幅
振荡，则强迫力瞬时功率为：

PF=ΔPmΔω=F0ωnAcos ωn tcos（ωn t+φ+π ／ 2） （5）
功率振荡过程中，系统既受到强迫振荡源周期

性外力的作用，还时刻受到发电机阻尼作用的影响
而消耗系统能量，系统阻尼所消耗的瞬时功率为：
PD=-DGΔω·Δω=-DG ω2

nA2cos2（ωn t+φ+π ／ 2） （6）
假设系统运行初态对应的时刻为 t0，系统末态

对应的时刻为 t，则从初态到末态系统强迫力所做功
WF 和阻力做功 WD 分别为：

ＷＦ＝
t

t0乙PFd t=

F0ωnA
1
4ωn

cos（2ωn t+φ）- 1
2 t sinn $φ

t

t0
（7）

ＷD＝
t

t0乙PDd t=

-DGω2
nA2 t

2 - 1
4ωn

sin（2ωn t+2φφ &） t

t0
（8）

强迫力作用使系统转子角等幅振荡，从能量的
角度来讲即是强迫力做功使系统的能量发生变化，
因此可以将转子角的稳态响应特性描述为能量的
变化量。

定义系统的动能为：

EK= 1
2 MΔω2= 1

4 Mω2
nA2［1+cos（2ωn t+2φ+π）］ （9）

由式（9）可得动能与转子角的角速度直接相关。
系统的势能为：

EP= 1
2 KΔδ2= 1

4 Mω2
0A2［1+cos（2ωn t+2φ）］ （10）

由式（10）可得势能与转子角偏移平衡位置直接
相关。

系统在振荡过程中的瞬时总能量为：
EA=EK+EP （11）

系统动能和势能的维持是因为强迫振荡源作为
强迫力向系统做功，同时因为系统本身的阻尼作用
又从系统中消耗能量，两者之差即为系统总能量。 从
式（9）和式（10）可以看出系统动能和势能均随时间
变化，系统总能量也以频率 2ωn 作周期性波动，说明
强迫振荡过程中系统瞬时总能量不守恒，但是转子
角却是在作频率不变的等幅振荡。

所以考虑能量在一个周期内的平均值，平均动
能 EK 和平均势能 EP 分别如式（12）、（13）所示：

EK= 1
T

T

0乙EKd t= 1
4 Mω2

n A2 （12）

EP= 1
T

T

0乙EPd t= 1
4 Mω2

0 A2 （13）

由式（12）和式（13）可以看出，强迫功率振荡过
程中系统的动能、势能在每个周期内的平均值保持
恒定，即周期时间内系统的总能量保持恒定，没有与
外界的交换，但是动能平均值不等于势能平均值，其
大小与强迫振荡源的频率有关。

3 强迫振荡过程中的功-能转换

以采用经典模型的单机无穷大系统为例分析不
同情况下的系统功能转换。 取参数 M = 12，DG = 1，
K =3（各参数均按标幺值计算），经计算系统无阻尼
自然振荡角频率 ωn=0.5 rad ／ s。

假设转子角从平衡位置到最大振幅处再回到平
衡位置所对应的时间分别为 t1、t2 和 t3。 因为平衡位
置时 Δδ=A cos（ωn t+φ）=0，可得 ωn t+φ=±π ／ 2，又
因为此时 Δω =ωnA cos（ωn t + φ +π ／ 2） > 0，所以取
ωn t+φ=－π ／ 2，可得 t1= （－π ／ 2－φ） ／ ωn；转子角到
最大位移处时，考虑到 t2 是在同一周期内到达最大幅

图 1 相位 φ 随强迫源频率 ωn 的变化关系
Fig.1 Curve of φ vs. ωn
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值，对应 ωn t+φ=0，可得 t2=－φ ／ ωn；再回到平衡位置
时，ωn t+φ=π ／ 2，有 Δω=ωnAcos（ωn t+φ+π ／ 2）< 0，
可得 t3=（π ／ 2－φ） ／ ωn。 因为－π<φ<0，所以需要将
上述 3 个位置的时刻分别往后增加一个周期，最后
可得 t1、t2 和 t3 如式（14）—（1６）所示。

初始平衡位置时刻：

t1=
-π

2 -φ

ωn
+ 2π

ωn
=
3π
2 -φ

ωn
（14）

最大振幅时刻：

t2=- φ
ωn

+ 2π
ωn

= 2π-φ
ωn

（15）

再次达到平衡位置时刻：

t3=
π
2 -φ

ωn
+ 2π

ωn
=
5π
2 -φ

ωn
（16）

当转子角由平衡位置到最大振幅处时，将时刻
t1、t2 代入式（7）和式（8），可得：

WF= F0A
2

cos φ- π
2 sinn "φ （17）

WD=- 1
4 DGωnA2π （18）

系统外力所做总功为：
W1=WF+WD=

F0A
2

cos φ- π
2 sinn "φ - 1

4 DGωnA2π （19）

当转子角由最大幅值返回到平衡位置时，将时
刻 t2、t3 代入式（7）和式（8），可得：

WF=- F0A
2

cos φ+ π
2 sinn "φ （20）

WD=- 1
4 DGωnA2π （21）

系统外力所做总功为：
W２=WF+WD=

－ F0A
2

cos φ＋ π
2 sinn "φ - 1

4 DGωnA2π （２２）

分别讨论强迫振荡源频率 ωn 不同时的系统功
能转换。
3.1 ωn<ω0 的情况

根据图 1，当 ωn<ω0 时，相角 φ 位于第四象限，φ
随着 ωn 的增大而减小。 当 ωn 由 0 ω0 时，相角 φ 由
0 －π ／ 2。 假设 ωn=0.4 rad ／ s，扰动幅值 F0=1.0，则
强迫振荡源形式为 ΔPm=1.0cos（0.4t）。 通过式（14）、
（15）和（16）可计算出 t1=12.67 s、t2=16.59 s、t3=20.52 s。
将 t1、t2 代入式（19），可得 W1= 0.4071 p.u.，说明当转
子角变化量由平衡位置到最大振幅时外力对系统做
正功，转子角在此过程中吸收能量。 又因为在 t1 时
刻系统只有动能，而在 t2 时刻只有势能，所以系统在
最大振幅处的势能大于在平衡位置的动能，即 Epm>

Ekm（下标 m 表示最大值，后同）；将 t2、t3 代入式（22），
可得 W2=－0.4071 p.u.，说明当转子角变化量从最大
振幅回到平衡位置时，外力对系统做负功，系统向
外界输出能量，故系统在 t2 时刻的势能大于 t3 时刻
的动能，即 Epm > Ekm，可见转子角在前半个周期的波
动过程中平均势能大于平均动能。 转子角在后半个
周期的能量转换与上述过程一致。 系统转子角能量
随时间变化曲线见图 2，强迫力和阻力瞬时功率如图
3所示。 图 2、3中纵轴所表示的量均为标幺值，后同。

由图 2 可见，系统势能幅值大于动能幅值，经计
算可得，势能平均值 EP = 0.565 4 p.u.，动能平均值
EK=0.3619 p.u.，即 EP>EK，与分析结果一致。
3.2 ωn>ω0 的情况

同样根据图 1，当 ωn>ω0 时，相角 φ 位于第三象
限，且 φ 随着 ωn 的增大而减小。 当 ωn 由 ω0 ∞ 时，
相角 φ 由 －π ／ 2 －π。 设 ωn=0.6 rad ／ s，扰动幅值
F0=1.0，强迫振荡源形式为 ΔPm=1.0cos（0.6 t）。 通过
式（14）、（15）和（16）可计算出 t1=12.37 s、t2=14.99 s、
t3= 17.61 s。 将 t1 、t2 代入式（19），可得 W1 =－ 0.313 9
p.u.，说明当转子角变化量由平衡位置到最大振幅时
外力对系统做负功，转子角在此过程中输出能量。
在 t1 时刻的动能大于 t2 时刻的势能，即 Ekm>Epm；将
t2、t3 代入式（22），可得 W2 = 0.313 9 p.u.，说明当转子
角变化量从最大振幅回到平衡位置时，外力对系统
做正功，系统吸收能量，所以系统在 t2 时刻的势能
小于 t3 时刻的动能，即 Epm<Ekm，转子角在前半个周
期的波动过程中平均动能大于平均势能。 转子角在
后半个周期的能量转换与上述过程一致。 系统转子
角能量随时间变化曲线如图 4 所示，强迫力和阻力
瞬时功率如图 5 所示。

由图 4 可见，系统动能幅值大于势能幅值，经计
算可得 ，势能平均值 EP = 0.356 7 p.u.，动能平均
值 EK = 0.513 7 p.u.，即 EP < EK，与分析结果一致。
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图 4 系统能量曲线
Fig.4 Curves of system energy
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由 3.1 节、3.2 节，从 t1 到 t3 时刻，系统外力所做
总功为 W1+W2= 0，同理，在转子角变化量的后半个
周期外力做功同样为 0，即周期内转子角的总能量总
是保持不变，强迫力对系统所做的功正好等于系统
阻力所消耗的能量，系统正是在这种能量的吸收和
耗散过程中保持等幅振荡。 所不同的是系统动能和
势能对能量的吸收程度的不同，表现为其平均值的
大小关系，而这依赖于强迫振荡源的频率。
3.3 ωn=ω0 的情况

当强迫振荡源频率 ωn =ω0 时，由图 1 可知相角
φ=－π ／ 2，将相角 φ 代入到式（5）和式（6）可得：

PF=F0ωnAcos2ωn t （23）
PD=-DGωn

2A2cos2ωn t （24）
根据第 1 节中系统的稳态响应特性，将式（23）

和式（24）化简可得：
PF+PD=0 （25）

式（25）表明，在系统强迫振荡的任何时刻，外力
对系统做功始终为 0（如图 6 所示），这是强迫振荡
的特殊情况，即经过任意时间段，系统的总能量时刻
保持恒定，与外界没有能量交换，能量只在动能和势
能之间转换（如图 7 所示），两者之和恒为定值。 此
时系统可以称为达到能量吸收和消耗的最佳状态。

同样根据式 （14）、 （15）和 （16）可计算出 t1 =
12.56 s、t2=15.70 s、t3=18.84 s。 计算 t1 到 t2 时刻的外
力做功 W1=0，t2 到 t3 时刻的外力做功 W2=0，系统总

能量 EA= 6.0 p.u. 保持恒定。 同时可以求出势能平
均值 EP=3.0 p.u.，动能平均值 EK=3.0 p.u.，即 EP =EK。

4 能量共振

如前文所述，当振荡源频率 ωn =ω0 = 0.50 rad ／ s
时，系统的能量时刻保持恒定，根据式（4）中转子角
振幅求极值可知，此时系统的速度振幅达到极大值，
称之为动能共振状态。 式（5）和（6）还说明：强迫力
做功即系统吸收的功率与转子角速度成正比，而阻
尼消耗功率却与角速度平方成正比，阻尼消耗功率
增长速度大于系统吸收功率的增长速度，说明角速
度振幅对维持系统等幅振荡起了关键性作用，所以
在 ωn =ω0 时，系统从强迫振荡源吸收功率达到最佳
状态，这就要求角速度有相应的最大值，才能使阻尼
消耗功率与强迫力做功相抵消。

动能共振状态下系统的总能量似乎达到一个比
较大的运行状态。 但是根据式（11）可以看出系统总
能量直接依赖于转子角速度和振动位移，而对应能
量的稳态响应和强迫力直接相关。 总能量平均值必
定对应振荡源某一频率处达到最大值，称此时系统
处于能量共振状态。

系统总能量平均值为：
EA=EK+EP （26）

根据式（26），应用求极值的微分判据，对总平均
能量求导，可以求出系统发生能量共振的条件为：

ωn=ω0 2 1- β2

ω0
2姨 -1姨 （27）

式（27）可进一步简化为：

ωn≈ ω2
0-β2姨 （28）

式（26）—（28）表明系统发生能量共振时的振荡
源频率 ωn < ω0，这属于第 3.1 节中的情况，说明当
ωn =ω0 并不是系统平均能量最大的条件。

在此条件下，系统平均能量的最大值为：

EAmax= 1
2 M f 0

2

8ωf（ω0-ωf）
（29）

其中，ωf = ω2
0-β2姨 。

按照第 3节算例中的系统参数，当 ωn≈ ω2
0-β2姨 =

0.4983 rad ／ s 时，系统总平均能量为 EA=6.0105 p.u.，
大于当 ωn =ω0 时的系统总平均能量，该状态下系统

图 7 系统能量曲线
Fig.7 Curves of system energy
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的平均能量达到极值，表明此状态下系统达到总能
量共振状态。

以上 2 种能量共振分别对应着系统的最大动能
和最大总能量，但是对于电力系统而言，发电机转子
角的振荡幅度无疑才是对电网安全稳定影响最为显
著的因素，因此对式（3）转子角位移的振荡幅度求极

值，可得当 ωn＝ ω ０
２－２β２姨 ＝0.4965 rad ／ s 时，系统转

子角位移达到最大值，此时系统处于势能共振状态。
如前文所述，系统在发生强迫功率振荡时，由于

能量在每周期内的平均值相等，系统在每个周期内
与外界交换的能量平均值为 0，强迫力做功仅用于补
偿阻尼消耗能量。 由于系统的能量直接依赖于转子
角位移和角速度，而角速度又直接与功率损耗和吸
收有关，所以系统能量与强迫力之间有着必然的联
系。 但是，系统能量吸收和消耗的最佳状态并不是
系统总能量达最大的状态，既然系统总能量直接依
赖于转子角位移和角速度，所以可以判断系统的总
平均能量最大值发生在系统动能共振和势能共振状
态之间，这与本节中各能量共振状态对应的振荡源
频率计算结果是一致的。

5 结论

本文研究了电力系统强迫功率振荡过程中的能
量共振，用功-能转换来描述系统强迫振荡运行状态。

a. 强迫振荡过程中转子角的势能和动能均随时
间作周期性波动，但两者在每个周期内的平均值均
保持恒定，系统总能量平均值在一个周期内亦保持
不变。

b. 转子角变化量从平衡位置到最大位移处再回
到平衡位置时，外力对系统做功为零，说明强迫力对
系统做的功用于补偿系统阻尼消耗功率，同时也解
释了系统总能量平均值保持恒定的原因。

c. 分析了系统对应不同振荡源频率时的动能共
振、势能共振和总能量共振状态，验证了系统能量与
转子角位移和角速度之间的关系，最后分析了系统
发生总平均能量共振的条件。
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Work鄄energy transformation during forced power oscillation of power system
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Abstract： Continuous periodic disturbance may cause the forced power oscillation in power system，which is
greatly different from that of classic under鄄damping free鄄oscillation in both generation mechanism and
oscillation characteristics. The energy characteristics during forced power oscillation are analyzed from the
point of work鄄energy transformation. The function of work鄄energy relation during forced oscillation is
established according to the steady鄄state response and the cause of equal鄄amplitude forced oscillation is
explained by the change of system energy. With a real power system as an example，the work鄄energy
transformation during oscillation is analyzed and the system energy variation is compared between different
oscillating鄄source frequencies，based on which，the operational features are analyzed for three kinds of energy
resonance.
Key words： forced power oscillation； work鄄energy transformation； energy resonance； kinetic energy；
potential energy； electric power systems
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