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图 1 典型三馈线配电系统
Fig.1 Typical distribution system with three feeders

0 引言

随着配电网结构的日趋复杂［１］和用户对电能依
赖程度的不断提高，配电网故障恢复作为智能电网
自愈控制的重要环节，是电网建设亟待完善的一项
重要课题 ［2］。 配电网故障恢复往往被认为是一个
非线性、多约束的组合优化且 NP（Ｎon鄄deterministic
Polynomial）难问题，在数学上还没有完美的解决方
法［3］。 从计算方法上可分为数学优化法［4］、启发式搜
索方法［5］、人工智能方法［6］及其组合方法［7］ 4 类。

传统研究认为，故障恢复就是通过对配电网的
联络开关及分段开关进行操作，将断电负荷转移到
其他馈线进行供电 ［8］，即开关状态决定了节点恢复
情况（节点-电源连通状态，本文称为节点状态）。 开
关状态关联节点状态取决于配电网网络拓扑 ［9］特
征，具有高度非线性，另外潮流本身的非线性特点，
制约了故障恢复在线性规划方法上的突破。

本文转变研究思路，以节点状态为研究对象，分
析节点状态参与故障恢复的应用条件，并建立基于
节点状态的开关状态线性模型。 运用线性化方法
对节点注入电流进行等效，以此建立计及节点状态
的故障恢复混合整数线性规划模型。 算例围绕计
算精度和计算效率进行仿真分析。

1 基于节点状态的配电网络拓扑建模

1.1 节点状态变量概念
类似于开关的闭合和断开两状态，节点状态在

故障恢复问题中也可大致分为供电状态和失负荷
状态，以图 1 进行描述。

图 1 为简化的网络模型，只包含等值后的节点、

母线及带可操作开关［10］的支路。 正常运行时图 1 中电
源各自带负荷；当电源 F2 发生永久性故障时，通过故
障隔离形成包含节点 8、9、10、11、12 的待恢复区域，
其他配电部分可定义为故障关联区域，即与待恢复区
域有联络、并提供备用支持的区域。

节点状态变量，表示节点连通不同电源的情况，
即节点可能的供电路径选项，为 0-1 整数变量，用 ei，b
表示，i 为节点编号，b 为电源编号。 节点状态变量的
个数与系统联络水平有关，比如节点 11 与 3 个电源都
有关联路径，则其节点状态变量分别为 e11，1、e11，2、e11，3，
正常运行状态下 e11，2=1，e11，1= e11，3=0；电源 F2 发生故
障时 e11，2=0，e11，1、e11，3 为待优化的变量。

节点状态变量 ei，b 包含 2 个属性，其一为节点属
性，对应编号 i；其二为电源属性，对应编号 b。

（1）节点属性。
节点属性具体是指节点与电源之间的电气距离，

用于建立具有相同电源属性的节点状态变量之间的
大小关系。 图 1 中，节点 11 比节点 9 距离电源 F1 近，
则 e11，1≥e9，1。 节点属性描述为：

1≥ei，b≥ej，b≥0， di，b≤dj，b （1）
其中，di，b 和 dj，b 分别为节点 i、 j 与电源 b 的电气距离。

（2）电源属性。
首先定义表征节点是否恢复的变量 ei：

ei=鄱
bPS

ei，b （2）
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其中，PS 为电源集合。
电源属性是指节点至多只能由 1 个电源供电

的属性，用于满足配电系统单辐射运行条件，即：
0≤ei≤1 （3）

在故障恢复模型中支路电流取决于开关状态，
并且故障恢复的开关操作次数也是优化目标，所以
需建立基于节点状态的开关状态模型。
1.2 开关状态模型

以图 1 支路 L8 为例，其两端节点分别为节点 11
和 9，而节点 11 侧电源为 F1，节点 9 侧电源为 F3（故
障条件下），支路 L8 闭合的情况包括：

（1）节点 9 由节点 11 侧的电源 F1 转带；
（2）节点 11 由节点 9 侧的电源 F3 转带；
（3）节点 9 和节点 11 均未恢复供电，支路 L8 闭

合使两端节点同时孤岛，即节点状态变量均为 0。
由节点状态变量属性可知，以上 ３ 种开关闭合

情况为互斥事件。 为保证开关状态模型的通用性，
作简图进行分析，如图 2 所示。

图 2 中，xij 为支路状态变量，取值 0 和 1，分别
表示开关断开和闭合；P S i 和 P S j 分别表示 i- j 支路
两端电源集合，两集合的并集为集合 PS；b1 和 b2 分别
为集合 P Si 和 P Sj 中的电源编号，则 ei，b1 和 ei，b2 分别为
节点 i 关联 P S i 和 P S j 中电源的节点状态变量，ej，b1
和 ej，b2 类似。

概括 ３ 类互斥的开关闭合情况：
xij= 鄱

b2PSj

ei，b2+ 鄱
b1PSi

ej，b1+ （1-ei）（1-ej） （4）

式（4）中（1- ei）（1- ej）展开的 ei ej 为非线性，考
虑到变量 ei 和 ej 只能取值 0 和 1 的特点，可引入辅
助变量 wij=eiej，满足线性约束：

wij≥eie j+ eiej- ei e j=0

wij≥ei e軃 j+ e軃 i ej- e軃 i e軃 j=ei+ej-1

wij≤ei e軃 j+ ei ej- ei e軃 j=ei
wij≤ e軃 i ej+ei e j- e軃 i e軃 j=ej

其中，e軃 i 和 ei 分别为 ei的上、下限。

2 基于节点状态优化的故障恢复线性规划
模型

典型线性规划数学模型 ［１１］包含控制变量 u、状
态变量 s、等式约束条件 h、不等式约束条件 g 及目
标函数 f，如下式所示：

min f（u，s）
s.t. h（u，s）＝０ （6）

g（u，s）≤０
本文控制变量为节点状态变量 ei，b，节点电压实部

Ｕ re 和虚部 Ｕ im、支路电流实部 I re 和虚部 I im 等系统状
态变量跟随节点状态变量。 等式约束主要是指基尔
霍夫电流及电压等式。

基尔霍夫电流等式为：

鄱
kOT

Ikire-鄱
hIN

Iihre= Iire

鄱
kOT

Ikiim-鄱
hIN

Iihim = Iiim
（7）

其中，i 为待恢复区域及故障关联区域内节点编号；
OT 和 IN 均为与节点 i 相连的节点集合，分别表示关联
节点 i 支路的电流流出节点和流入节点；Ikire 和 Ikiim 分
别为支路 k- i 的支路电流实部和虚部；Iihre和 Iihim 分别
为支路 i-h 的支路电流实部和虚部；Iire 和 Iiim 分别为
节点 i 注入电流的实部和虚部。

基尔霍夫电压等式为：

Ui
re-Uk

re= IikreRik- IikimXik

Ui
im-Uk

im= IikreXik+ IikimRik
（8）

其中，Ui
re 和 Ui

im 分别为节点 i 电压的实部和虚部；Rik

和 Xik 分别为支路 i-k 的电阻和电抗。
电流及电压等式均为线性，但是对于恒功率负荷，

其节点注入电流是节点电压的非线性函数［１２］：

Iire=ξiPi+ζiQi， Iiim=ζiPi-ξiQi

ξi= Ui
re

（Ui
re）2+ （Ｕi

im）２ ， ζi= Ｕi
im

（Ui
re）2+ （Ｕi

im）２
（9）

其中，Pi 和 Qi 分别为负荷注入节点 i 的有功和无功，
对于恒功率负荷，Pi 和 Qi 均为常数。

为满足线性规划建模要求，需对式（9）线性化。
2.1 节点注入电流线性化表达

采用分段线性化方法进行拟合，对于二元函数，
可理解为分块线性化。 以 z= x ／ （x2+ y2）为例，如图 3
所示。

由图 3 可以看出，空间可行区域内任意一点都可
由所在线性分块内的确定点来表达：

图 3 三维空间分块线性化
Fig.3 Block linearization of 3D space
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（x，y，z）＝λ１（x１，y１，z１）+λ２（x２，y１，z２）+
λ３（x１，y２，z３）+λ４（x２，y２，z４） （10）

λ１+λ２+λ３+λ４＝１
式（10）与文献［１３］采用的第二类特殊序列集合

SOS2（Special Ordered Sets of type 2）是一致的。 基
于 SOS2，式（9）中的系数 ξi 和 ζi 线性化得到：

� 鄱
r祝re

鄱
s祝 im

λi
r，s ξ赞 ir，s

ζ赞 ir，s

s
#
#
#
#
#
#
##
$

%
&
&
&
&
&
&
&&
'

=
ξi
ζi
i ) （11）

� 鄱
r祝re

鄱
s祝 im

λi
r，s U赞 ire，r

U赞 iim，s

s
#
#
#
#
#
#
##
$

%
&
&
&
&
&
&
&&
'

=
Ui

re

Ui
imm , （12）

� 鄱
r祝re

鄱
s祝 im

λi
r，s=1 0≤λi

r，s≤1 （13）

其中，祝 re 和 祝 im 分别为 SOS2 评估点集合，即空间线

性分块确定的电压实部和虚部分段集合；U赞 i
re，r、U赞 i

im，s、

ξ赞 ir，s 及 ζ赞 ir，s 为评估点的评估值。 评估点的选择详见文
献［１３］，本文不再赘述。
2.2 计及节点状态的故障恢复潮流线性约束

由上述分析得到，节点注入电流由节点电压决定，
考虑到待恢复区域节点状态的不确定性，对待恢复区
域的节点电压约束进行松弛。

eiUre
imin≤Ure

i ≤eiUre
imax

eiU im
imin≤U im

i ≤eiU im
imax

（14）

其中，U re
imax 和 U re

imin 分别为节点 i 电压实部取值的上、
下限；U im

imax 和 U im
imin 分别为虚部的上、下限。

若采用式（11）—（13）线性化方法，式（13）修正为：
� 鄱

r祝re
鄱
s祝 im

λi
r，s=ei （15）

式（15）表示，ei=0 时，λi
r，s均为 0，那么线性拟合

的节点注入电流为 0。
同样，待恢复区域支路电流的松弛约束为：

xikIreikmin≤ Iikre≤xik Ireikmax
xikI imikmin≤ Iikim≤xik I imikmax

（16）

其中，I reikmax 和 I reikmin 分别为支路 i-k 的支路电流实部
上、下限；I imikmax和 I imikmin分别为虚部上、下限。

基尔霍夫电压等式需考虑支路断开的情况，以
实部量为例，引入修正量 Δre 满足：

Ui
re-Uk

re- IikreRik+ I imik Xik =Δre

-Ure
max（１-xik）≤Δre≤Ure

max（１-xik）
（17）

式（17）表示，当 xik=0，即支路 i-k 断开时，Δre 的
最小值为节点 i 失压时节点 k 电压上限的负数 -Ｕmax，
最大值为节点 k 失压时节点 i 电压上限 Ｕmax；当 xik=
１ 时，与式（8）一致。

待恢复区域、故障关联区域的节点电压约束为：
eiU２

imin≤ （Ｕi
re）２+ （Ｕi

im）2≤eiU ２
imax （18）

其中，Uimax和 Uimin分别为节点 i 电压幅值的上、下限。

待恢复区域、故障关联区域支路的电流约束为：
（Iikre）２+ （Iikim）2≤xikI ２ikmax （19）

其中，Iikmax 为支路 i-k 的支路电流幅值上限。
节点电压、支路电流越限约束中均包含二次非线

性函数，且为可分离函数，方便运用分段线性化方法
进行处理，以节点电压为例，可得：

ei U 2
imin≤鄱

mP re
λre，m（U赞 rei，m）２+ 鄱

nP im
λ im，n（U赞 imi，n）２ （20）

其中，Р re 和 Р im 为分段线性化的评估点集合；（U赞 re
i，m）２

和（U赞 imi，n）２ 分别为评估点 m 和 n 的评估值。
2.3 基于节点状态优化的故障恢复目标

上述建立了故障恢复模型的等式约束及不等式
约束线性模型，本节主要分析和建立故障恢复线性目
标函数。

首先，最大限度地恢复受故障影响的负荷是故障
恢复最主要的优化目标：

min f1=鄱
iF T

（1-eiPi） （21）

其中，F T 为待恢复区域内节点集合。
其次，开关操作次数最少为另一目标：

min f2= 鄱
rSW

［±（xr-xr0）］ （22）

其中，SW 为待恢复区域内开关集合；r 为 SW 内开关；
“±”对应开关初始状态，如果初始开关状态断开，即
xr0=0，为体现 xr0= 1 时开关操作，“±”取正，相反 xr0=
1 时，“±”取负。

配电网故障恢复的目标是最大限度恢复供电，
而恢复后运行是否经济则是次要的 ［10］，开关操作次
数目标只是在保证尽可能多的负荷恢复前提下其值
尽可能小，所以目标 f1 应起到绝对支配作用，转化成
单目标，如式（23）所示。

min f=λ f1+ f2 （23）
其中，系数 λ 为单目标权重，取较大值。

3 算例仿真分析

总结本文配电网故障恢复整数规划模型控制变
量集合 u=｛ei，b，ei，xij，wij｝，状态变量集合 s=｛Ｕi，Iij，Ii，λi，

ξi，ζi｝。 设置节点电压 SOS2 评估点：U赞 re
i =［0.9，0.925，

0.95，0.975，1］，U赞 i
im =［- 0.2，- 0.1，- 0.05，0，0.05，

0.1，0.2］。
线性规划不仅具有全局收敛的优点，并且易于通

过商业化求解器仿真实现。 本文算例在 MATLAB 仿
真环境下运用整数规划工具箱进行建模求解。
3.1 算例 1

首先，以图 1典型三馈线配电系统作为测试系统，
具体网络参数见文献［11］。 其计算结果如表 1 所示。

由表 1 可以看出，节点电压及支路电流均被限制



在安全范围内；潮流量计算结果相比于常规潮流方法
偏差非常小，且每次计算结果一致，耗时较短。
3.2 算例 2

算例 1 测试系统为实际常见的不同电源馈线间
联络的系统。 本文模型同样适用于单馈线分支联络
的系统，如图 4 所示的 33 节点系统［12］。

其计算结果如表 2 所示。

同样，由表 2 可以看出，潮流量均在安全范围内，
误差非常小，并且多次仿真实验显示不会出现误差堆
积的情况；计算时间能够保证故障恢复的实时性，并
且由于线性规划本身特性随着系统规模的增大，不
存在维数灾的问题。 优化结果即是最终故障恢复策
略，不需要再进行潮流安全校验。

4 结论

本文从故障恢复线性规划建模角度，提出了节点
状态变量概念，将配电网故障恢复问题转化为节点状

态优化问题；基于节点状态的节点属性和电源属性，
建立了开关状态线性模型，模型不受网络拓扑的限制；
通过对节点注入电流线性等效建立了故障恢复混合
整数线性规划模型，该模型具有最优潮流特点，并且
易于计及分布式电源。 最后，算例验证了开关状态线
性模型及故障恢复线性规划模型的合理性及有效性。
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Fig.4 Schematic diagram of 33鄄bus system

参数 结果

控制变量 ei，b=1（i=8，9，…，18；b=1），其他为 ０

对应开关状态 21-8、8-9、9-10、…、17-18 闭合，
其他断开；操作 1 次

最低节点电压 节点 18，Ｕ18=0.9303- j0.0197 p.u.
最高支路电流 支路 1-2，I12=0.3662- j0.2310 p.u.

计算时间 0.1321 s
常规潮流计算与优化得到

的最高节点电压偏差
节点 18，ΔＵ18= （3- j8）×10-4 p.u.

常规潮流计算与优化得到
的最高支路电流偏差

支路 1-2，ΔI12= （-1+ j3）×10-4 p.u.

表 2 算例 2 计算结果
Table 2 Calculative result of Case 2

参数 结果

控制变量 e11，1=e9，1=e8，2=e10，2=1，其他为 0

对应开关状态 5-11、11-9、8-10、10-14 闭合，
其他断开；操作 4 次

最低节点电压 节点 9，Ｕ9=0.9551- j0.0169 p.u.
最高支路电流 支路 1-4，I14=0.1446-j0.0867 p.u.

计算时间 0.0935s
常规潮流计算与优化得到

的最高节点电压偏差
节点 9，ΔＵ9=（1-j0.1）×10-4 p.u.

常规潮流计算与优化得到
的最高支路电流偏差

支路 1-4，ΔI14=（-1-j2）×10-4 p.u.

表 1 算例 1 计算结果
Table 1 Calculative result of Case 1
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刘宗歧，等：基于节点状态优化的配电网故障恢复混合整数线性规划方法

MILP approach based on node status optimization
for distribution network restoration

LIU Zongqi，SHI Daogui，CHEN Qi，LIU Wenxia
（School of Electrical & Electronic Engineering，North China Electric Power University，Beijing 102206，China）

Abstract： The MILP（Mixed鄄Integer Linear Programming） based on node status optimization is proposed to
accurately and rapidly obtain the optimal distribution network restoration strategy. The concept of node status
variable，as well as its node attributes and power source attributes，are presented，based on which，a switch
status linear model describing the linear functional relationship between node status variable and switch status
variable is established. The linear current and voltage equations based on Kirchhoff’s law are built by the
constant power load linearization method，in which，the status variables including node voltage and branch
current are restrained by the node status variable and switch status variable. The distribution network res鄄
toration model with the minimum load shedding and switch operation as its objective，i.e. the MILP model
of OPF（Optimal Power Flow） for faulty distribution network，is formed. Case simulation verifies the rationality
and effectiveness of the proposed model.
Key words： distribution network； node status variable； switch status linear model； linearization； mixed鄄integer
linear programming； optimization
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