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0 引言

电力系统是一个复杂的网络，其中始终存在多种
随机扰动 ［1］，传统电力系统中，这些随机扰动的影响
较小，不是影响系统安全稳定运行的主要因素。 但
近年来，随着电动汽车的发展及风光等新能源的渗
透率不断提高，电网中的随机因素不断增多，随机
因素对电力系统的影响增大，确定性模型及其分析
方法已不再适应电网的发展。 因此，越来越多的学者
开始研究随机因素对电力系统的影响，文献［2］研究
了负荷的随机性对电力系统稳定的影响；文献［3鄄6］
研究了新能源并网后，电力系统随机潮流的计算；文
献［1，7］研究了随机小扰动下电力系统的稳定性。

当前大部分的研究主要是针对随机因素对电力
系统稳态的影响，对于随机因素对电力系统动态特
性的影响研究相对较少。 电力系统是一个动态系统，
在随机因素作用下，其动态安全性同样值得重视。 现
有的随机扰动强度虽然不至于使得系统失稳 ［8］，但
仍然会引起系统状态的波动。 因此，有必要考虑工程
实际中的承受能力，以有界波动域量度随机激励对电
力系统的影响 ［9］，研究随机因素作用下的电力系统
动态特性并对其进行控制。

随机因素下电力系统的状态将转变为随机过
程，需要以系统状态在有界波动域内的概率进行计
算分析。 随机因素对电力系统会有不利影响，如何减
弱或抑制随机因素对电网的影响是关键所在。 因此，
有必要在系统中加入适当的控制器，以提高系统状
态在允许波动域内的概率。 而控制器的设计依赖于
对系统方程的分析计算。 由于电力系统的状态是随

机过程，其运动方程将转变为随机微分方程，如果直
接从状态变量的角度，采用数值方法进行分析，计算
量将随着系统阶数的增加而成倍增加，计算效率很
低。 浙江大学朱位秋院士提出的随机平均法［10］，对研
究随机激励作用下的电力系统有极大的借鉴意义。
根据随机平均法，可选取电力系统的能量函数作为
哈密顿函数，根据电力系统状态与能量的对应关系，
将系统状态在工程上能够接受的波动域转换为能量
的有界波动域 ［9］，据此可将高维的运动方程转化为
低维的扩散方程，根据扩散方程研究系统能量停留在
域内的概率，将极大地简化计算。 文献［9，11鄄12］对此
已有了一些研究，但在这些研究中，采用的是发电机
2 阶模型，且没有引入控制变量，而传统的控制器设
计又没有考虑随机因素的影响 ［13鄄14］。 针对随机因素
影响下受控的电力系统模型，文献［15鄄16］进行了一
些分析，但没有涉及控制器的设计。

针对以上问题，本文基于拟广义哈密顿系统的随
机平均法 ［10］，选取电力系统的能量函数作为哈密顿
函数，以能量有界波动域为约束，将随机激励下受控
的电力系统机电暂态模型转换为能量平均的伊藤
方程。 根据非线性系统随机最优控制理论［17］，选取电
力系统能量处于有界波动域内概率最大（即可靠度最
大）作为控制目标，建立动态规划方程，求解得到最
优控制律。 为了衡量最优控制律下的有界波动可靠
度，引入条件可靠性函数，以解析的方法计算最优控
制律下系统的可靠度，并与蒙特卡洛法的结果进行对
比，验证结果的正确性及控制的有效性。

1 简单电力系统的拟广义哈密顿系统方程

1.1 单机无穷大系统的随机微分方程
基于一些近似假设，发电机采用 3 阶模型，考虑

受控的单机无穷大系统，在随机激励下，其机电暂态
过程模型为［14］：
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a1= 1
x′d鄱

�Us， a2= xq-x′d
2xq鄱�x′d鄱

U2
s

b=xd鄱 ／ x′d鄱��， c= （xd-x′d）Us ／ x′d鄱
u=Efds+uf

xd鄱�=xd+xT+xL
x′d鄱�=x′d�+xT+xL
xq鄱�=xq+xT+xL
其中，ωN= 2πf 为发电机的同步转子角速度，f 为频
率；ω 为发电机转子角速度与同步角速度的偏差；δ
为功角；M 为发电机惯性时间常数；Pm 为发电机机械
功率；D 为发电机阻尼系数；E′q 为 q 轴暂态电势；T′d0
为发电机励磁绕组的时间常数；Efds 为稳态时发电机
励磁电压；Us 为无穷大母线电压；xd 为 d 轴电抗；xq
为 q 轴电抗；x′d 为 d 轴暂态电抗；xT 为变压器电抗；xL
为输电线路电抗；ξ（t）为均值为 0、方差为 σ2 的高斯
白噪声；uf 为系统控制变量。 上述变量中 t、M、T′d0 是
有名值，单位为 s；δ 是有名值，单位为 rad；其余变量
均是标幺值。

为了应用随机平均法 ，需要将式 （1）转换成
Stratonovich 随机微分方程，其中 ξ（t）需要用独立的
单位强度高斯白噪声 W（t）表示，故式（1）可表示为：
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根据随机动力学相关理论，式（2）的伊藤型随机

微分方程为：
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1.2 单机无穷大系统的拟广义哈密顿系统方程

式（3）所示的伊藤型随机微分方程是一个 3 维
的微分方程，与拟哈密顿系统所要求的系统维数是
偶数不同，这是一个奇数维的系统，因此，这是一个
拟广义哈密顿系统［10］。

单机无穷大系统的哈密顿函数，如式（4）所示。

H= 1
2 MωNω2+Pm（δs-δ）+a1（E′qscos δs-E′qcos δ）+

1
2 a2［cos（2 δ）-cos（2 δs）］+ a1b

2c
E′q- 1

b Efdss '2 （4）

其中，δs 为稳态时的发电机功角；E′qs 为稳态时发电机
q 轴暂态电势。

式（4）所示的哈密顿函数由动能、势能和磁性势
能构成［14］，是系统能量的一种表示方式。

根据式（4），可求得能量 H 对各个状态变量的
偏导数：
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由稳态时 dE′q=0 可以得出 bE′qs- c cos δs=Efds，并
将式（5）代入式（3）可得单机无穷大系统的拟广义哈
密顿方程：
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2 拟广义哈密顿系统的随机平均法

对于广义哈密顿系统而言，其哈密顿函数在平衡
点处可能不是极大或极小值，为了分析系统的稳定
性，会在哈密顿函数上附加适当的函数，使得新的哈
密顿函数在平衡点处取得极大或极小值，且可用新
的函数替代原有的哈密顿函数，进行系统稳定性判
别，这个附加的函数称为 Casimir 函数［18］。

不考虑随机激励，将式（6）写成矩阵形式：
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其中，带 * 的变量为相应变量的导数；J（x）为系统结
构矩阵，其秩为 2，而系统维数为 3 维，因此该系统存
在 3-2=1个 Casimir函数［10］。 由于式（4）在平衡点处可
取到极值，无需另外附加函数，因此上述 Casimir 函
数已存在于哈密顿函数中。 根据 Casimir 函数的性



质，在上述系统中，Casimir函数对 δ、ω 的导数应恒等
于 0［18］，因此哈密顿函数中只有如下部分满足要求：

C= a1b
2c

E′q- 1
b Efdss "2 （8）

显然，该 Casimir函数也是系统能量的一部分［14］。
由式（8）可得：
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c
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b Efdss " （9）

如果式（6）中没有随机激励项（σ ／ M）dB（t），可
以根据全微分方程写出：
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引入随机激励项之后，需要在式（10）的上一个
子式中加入 Wong鄄Zakai 修正项，可得：
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将式（5）和式（9）代入式（11），消去等式右边偏

导数，整理可得：
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由式（12）可得系统的能量平均伊藤方程为：
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积分区域 Ω 为系统能量的有界波动域，鉴于控

制律 uf 尚未确定，暂时无法对式（13）中控制律部分
进行平均，将在后文做进一步说明。

3 非线性随机最优控制

由于上述单机无穷大系统考虑了随机激励的影
响，在得到系统平均伊藤方程的基础上，该系统的控
制问题需要参考随机最优控制理论，该理论主要用
于研究扩散过程的 Markov 控制［17］。
3.1 性能指标

最优控制的控制目标通常是一个泛函的极大或
极小值，这个泛函被称为性能指标［17］。 本文考虑了随机
激励的影响，系统的状态变量皆为随机过程，由此得
到的系统能量也为随机过程，不适宜再采用确定性分
析中使用的性能指标，需要从概率的角度加以分析。

参照电力系统的直接法暂态稳定分析，取系统状
态临界轨迹所对应的系统能量为临界能量 Hcr

［19］，当
系统能量处于域内时，系统的状态也将位于与之相
对应的域内。 考虑到随机激励的强度一般不至于使
得系统失稳，选取工程上能够接受的有界波动域，其
能量最大值 Hmax 为一定比例的临界能量，即 Hmax =
kHcr（0<k<1），更具有工程意义［20］。

因此，将性能指标选取为能量停留在有界波动
域内的概率，如式（14）所示，最优控制的目标是使得
该概率最大。
J（uf）=P｛H（s，uf）［0，Hmax），C（s，uf）［0，Cmax），ts<s≤tf｝

（14）
其中，Hmax 为系统有界波动域能量的最大值；Cmax 为
与 Hmax 相对应的 Casimir 函数的最大值；uf 为控制
律，ufU 表示控制约束，其形式取决于控制器；ts 为控
制的开始时刻；tf 为控制的终止时刻。
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3.2 随机动态规划方法
随机最优控制问题有 2 种解决方案：第一种是基

于变分法的庞特利雅金极值原理；第二种是基于贝
尔曼方程的动态规划法［17］。 本文采用第二种方法。

值函数是用动态规划方法分析最优控制问题的
一个工具［17］，由可靠性性能指标式（14）研究以可靠度
最大为目标的随机最优控制问题，定义值函数为：
Ｖ（HΩ，ＣΩ，ts） = sup

u  U
P｛Ｈ（s，uf）［0，Hmax），C（s，uf） 

［0，Cmax），ts<s≤tf Ｈ（ts，uf）［0，Hmax），C（ts，uf）
［0，Cmax）｝ （15）
由式（15）可建立相应的动态规划方程：
V
ts

=-sup
uU

1
2 σ2

HH（HΩ，ＣΩ） 
2V

H22 #+

m軓H（HΩ，ＣΩ）+ 〈 uf

T′d0
Ｈ
E′q% &〉 V

H +

m軓C（HΩ，ＣΩ）+ 〈 uf

T′d0
C
E′q% &〉 V

C2 C （16）

其边界条件为：V（Hmax，CΩ，ts）=0，V（HΩ，Cmax，ts）=
0；V（0，CΩ，ts）为有限值，V（HΩ，0，ts）为有限值。 终值
条件为：V（HΩ，CΩ，tf）=1，H ［0，Hmax），C ［0，Cmax）。

若能有合适的控制律使得式（16）等号右边取极
大值，该控制律即为最优控制律。

取控制约束形为 uf ／ T′d0 ≤K，当 uf ／ T′d0 =K 且

uf ／ T′d0 值的正负性使得 uf

T′d0
Ｈ
E′q

Ｖ
Ｈ ＋ Ｃ

E′q
Ｖ
Ｃ2 C为正

时，式（16）等号右边取极大值，所以最优控制律为：
u*

f

T′d0
=Ksgn Ｈ

E′q
Ｖ
Ｈ ＋ Ｃ

E′q
Ｖ
Ｃ2 C （17）

将式（17）代入式（13）取代 uf，完成随机平均，即可
得到受控系统的平均伊藤方程系数，如式（18）所示。

dH=mH（HΩ，ＣΩ）d t+σHH（HΩ，ＣΩ）dB（t）
dC=mC（HΩ，ＣΩ）d
d t

（18）

mH（HΩ，ＣΩ）=m軓H（HΩ，ＣΩ）+
1

T（HΩ，ＣΩ） 乙
Ω

u*
f

T′d0
Ｈ
E′q

／ Ｈω dδ

mC（HΩ，ＣΩ）=m軓C（HΩ，ＣΩ）+
1

T（HΩ，ＣΩ） 乙
Ω

u*
f

T′d0
C
E′q

／ Ｈω dδ

3.3 条件可靠性函数
为了衡量式（17）所得最优控制律下的系统可靠

度，需要计算系统能量停留在域内的概率，因此引入
条件可靠性函数，如式（19）所示，它表示系统能量位
于域内，且在（0，t］内始终位于域内的概率。
R（t H0，C0）=
P｛Ｈ（s）［0，Hmax），C（s） ［0，Cmax），s （0，t］
Ｈ（０）＝Ｈ０［0，Hmax），C（０）=Ｃ0 ［０，Cmax）｝ （19）
条件可靠性函数满足后向 Kolmogorov 方程：

R
 t =mH（H0，C0） R

H0
+mC（H0，C0） R

Ｃ0
+

１
２ σ2

HH（H0，C0） 2R
H２

0
（20）

其边界条件为：
R（t Hmax，C0）=0， R（t H0，Cmax）=0

初始条件为：
R（０ H０，C0）=1

其中，mH（H0，C0）、mC（H0，C0）与 σ2
HH（H0，C0）由式（18）

中的 mH（HΩ，CΩ）、mC（HΩ，CΩ）与 σ2
HH（HΩ，CΩ）取 HΩ=H0

和 CΩ=C0 得到；H0 和 C0 分别为能量函数与 Casimir
函数的初值。

引入条件可靠性函数之后，可用解析的方法求得
系统有界波动域内概率。
3.4 评价指标

为评价控制策略的优劣，引入以下两评价指标［21］。
a. 控制效果：

kh= （σu
h-σc

h） ／σu
h （21）

其中，σ 为标准差；h 为某个动力学量，例如功角、转速
等；上标 u 表示未受控制，上标 c 表示受控制。

b. 控制效率：
μh=kh ／σu* （22）

其中，σu* 为控制律的标准差。
显然，控制效果、控制效率越大，控制策略就越好。

4 仿真算例

单机无穷大系统的参数选取如下：Pm= 0.9 p.u.，
a1=1.2835，a2=0.4170，b=2.9479，c=1.9253，M=7 s，
T′d0 = 8 s，D= 4.688 9，δ0 = 1.199 9 rad，E′q0=0.9879 p.u.，
f=60 Hz，Efds=2.2144 p.u.。

考虑在系统中加入适当的随机激励，以风电带来
的不确定性为例，风电有功功率的波动应在总装机容
量的 1 ／ ３ 以内 ［22鄄23］，由于本文采用高斯白噪声表示
系统中的随机激励，根据其性质，随机激励的幅值大
部分落在［-3σ，3σ］之中，因此 3σ 应小于稳态功率
的 1 ／ ３，即 σ 小于稳态功率的 1 ／ ９。

取 σ= 0.01，通过仿真可以发现，此时的随机激
励既包含幅值较小的激励，也包含能够使得系统失
稳的较大激励，符合电力系统的实际情况。

选取系统的有界波动域的能量边界为 Hmax =
0.070 p.u.，用 Casimir 函数替换哈密顿函数中的 E′q，
相对应的系统临界轨迹如图 1所示，图中 C为标幺值。

由图 1可得，Casimir函数的临界值为 Cmax=0.1870
p.u.，最大的积分区域为 δ ［0.9347，1.5555］ rad。

取单机无穷大系统的稳定平衡点作为初始运行
点，则 H0 = 0.055 1 p.u.，C0 = 0.055 1 p.u.，该系统的条
件可靠性函数如图 2 所示，图中 R 为标幺值。

图 2 中离散点为根据式（1）得出的蒙特卡洛解，
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蒙特卡洛仿真次数 5000 次，步长为 0.01；连续曲线
为计算获得的解析解。 由图 2 可知：系统条件可靠性
函数的解析解与蒙特卡洛解吻合较好；加控制之后，
系统能量在有界波动域内的概率增大，提升了系统在
有界波动域内的可靠性，尽管随机激励中存在能使系
统失稳的较大激励，该控制器仍能有效保证系统能
量在有界波动域内的概率；控制约束的边界 K 越大，
系统能量在有界波动域内的概率就越高。

在不同的控制约束边界下，由功角计算所得控制
效果和控制效率，见图 3。 由图 3 可得，随着控制约束
边界的增大，控制效果明显增大，控制效率略有降低，
但基本一致，说明所加控制是有效的，但如何在控
制效果和控制效率之间取得平衡，仍需进一步研究。

5 结论

本文基于拟广义哈密顿系统的随机平均法，忽
略系统结构，建立了随机激励下受控单机无穷大系
统的模型，并将其转换为伊藤平均方程。 根据随机最

优控制理论，建立了以可靠度最大为目标的动态规
划方程，求解得到最优控制律。 为了分析控制的效
果，引入量化有界波动域内概率的条件可靠性函数，
用解析的方法求得其解析解，并与蒙特卡洛解进行
对比。 根据仿真结果，蒙特卡洛解与解析解吻合得较
好，加入控制之后，系统的可靠性得到了提高，控制
效果明显增大。

本文只考虑了单机无穷大系统，同时随机激励仅
考虑了高斯白噪声，后续工作可以进一步研究随机激
励下的多机电力系统的控制问题，并结合电力系统的
实际情况，考虑更加复杂的随机激励注入。
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Control of stochastic power system reliability maximization
based on quasi鄄generalized Hamiltonian system

LIN Xue，SUN Lixia，JU Ping
（College of Energy and Electrical Engineering，Hohai University，Nanjing 211100，China）

Abstract： The research of power system control affected by the increasing stochastic factors of power system
becomes more necessary. The quasi鄄generalized Hamiltonian system functions of simple stochastic power
system with excitation control are built. The stochastic average method of quasi鄄generalized Hamiltonian
system is applied to obtain the average It觝 functions of the controlled simple stochastic power system based
on the energy functions. According to the Bellman stochastic dynamic programming theory，a dynamic
programming equation is established with the maximum reliability of the bounded fluctuation region as its
control objective to obtain the optimal control law of system. A conditional reliability function is introduced
to measure the reliability of bounded fluctuation region. Analytical method is applied to calculate the system
reliability under the optimal control law and it is compared with the result of Monte Carlo method.
Simulative results verify the effectiveness of the proposed control method.
Key words： electric power systems； quasi鄄generalized Hamiltonian system； reliability maximization； bounded
fluctuations； Bellman stochastic dynamic programming theory
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