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0 引言

电力系统状态估计是能量管理系统（EMS）的重
要组成部分，也是稳定控制、经济调度等其他电力系
统应用的重要基础，在电网安全运行中承担着重要
作用［1 鄄2］。 它利用实时测量系统的冗余度来提高数据
精度，给出系统运行状态的估计值。

状态估计一般用非线性加权最小二乘法问题加
以描述。 正则方程法是早期状态估计的主要方法，
包括加权最小二乘法、快速分解法等。 但是，正则方
程系数矩阵的条件数是量测雅可比矩阵条件数的平
方，方程的病态性导致计算精度下降。 在处理虚拟
量测的情况下，方程病态问题更加突出。

对此，一类研究较多的方法是利用拉格朗日乘
子法来处理等式约束 ［3］，但是该方法存在信息矩阵
不正定和计算量大的不足。 Cholesky 分解法 ［4］能够
提升算法的数值稳定性、克服信息矩阵不正定的情
况，但计算效率仍然有待提高。 使用修正牛顿法［5 鄄 7］

处理等式约束计算简单，可以有效规避上述问题。
另一类研究方法则是利用正交变换法。 正交变

换法 ［8 鄄 9］是一种可以有效提高数值稳定性的计算方
法，在电力系统状态估计中应用广泛。 Givens旋转法及
Household 镜像法是正交变换的 2 种主要方法 。
Household 镜像法适用于满矩阵的情况，而状态估计
的加权雅可比矩阵一般比较稀疏，使用 Givens 正交
变换法具有更高的效率。

在进行 Givens 正交变换过程中会产生大量的中
间注入元素，增加了 Givens 旋转的次数和计算量，影
响计算效率。 选择合适的列编号顺序和消元策略，
可以减少 Givens 正交变换的计算量。 列编号顺序一

般采用最小度原则，可以保证分解后矩阵的稀疏性。
而 Givens 正交变换的消元策略可分为逐行消元

和逐列消元。 早期的消元策略一般为逐行消元策略
和定转轴逐列消元策略。 而后续研究发现，变转轴
逐列消元策略可以在很大程度上减少中间注入元素
的数量，有效地改善算法的性能。 文献［10］提出将
最稀疏的一行作为固定转轴，其余行与转轴比较，按
照注入元素的个数依次进行 Givens 旋转。 文献［11］
提出基于矩阵稀疏性的变转轴策略，选择最稀疏的 2
行进行 Givens 旋转。 文献［12］提出基于最少注入元
的 VPAIR 变转轴策略，选择产生中间注入元素最少
的 2 行进行 Givens 旋转。 文献［13］对几种策略进行
了比较，证明采用最小度原则的列排序和 VPAIR 逐
列变转轴策略是一种效率更高的方法。 变转轴消元
策略的正交变换法在状态估计中有广泛的应用［14鄄16］。

本文在 VPAIR 逐列变转轴策略的基础上，提出
在其消元过程中动态调整量测排序的改进策略。 与
传统的策略相比，所提策略对量测排序进行了在线
动态优化，可以进一步有效地减少注入元数量，提高
计算效率。

1 正交变换法状态估计

状态估计用非线性加权最小二乘法问题描述
如下：

min J（x）=（z-h（x））TW（z-h（x）） （1）
其中，x 为 n 维状态向量；z 为 m 维量测向量；h（x）为
m 维量测方程向量；W 为 m×m 阶量测权重矩阵（对
角矩阵）。

对量测方程 h（x）进行泰勒级数展开，取线性
项，有：
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h（x）=h（x0）+HΔx （2）
其中，H 为量测雅可比矩阵。 将式（2）代入式（1）可
得到：

min J （Δx）=（r-HΔx）TW（r-HΔx）=
‖rw-HwΔx‖2 （3）

其中，r= z-h（x0）为 m 维量测残差向量；rw=W1 ／ ２r 为
m 维加权量测残差向量；Hw=W1 ／ ２H 为 m×n 阶加权
量测雅可比矩阵；‖·‖2 为欧几里得范数。

假设存在 m×m 阶正交矩阵 Q，使得式（4）、（5）成
立，那么可得式（6）。

QHw= R
Z" # （4）

Qrw= b1
b2
" 2 （5）

J （Δx）=‖rw-HwΔx‖2=‖Qrw-QHwΔx‖2=
b1-RΔx
����������b2 2

=‖b1-RΔx‖2+‖b2‖2 （6）

其中，R 为 n×n 阶上三角矩阵；Z 为（m-n）×n 阶全零
矩阵；b1 为 n 维向量；b2 为 m-n 维向量。

由于范数大于或等于 0，当式（7）成立时，J （Δx）
达到最小值‖b2‖2。

RΔx=b1 （7）
因此，只需要构造矩阵 Q 就可以变换出 R 和

b1，求解式（7）可以得到状态向量修正量 Δ x。 矩阵
Q 可以通过对 Hw 的 Givens 变换或者 Household 变
换获得。

2 Givens 旋转

Givens 正交变换过程中每次 Givens 旋转仅消去
1 个非零元素，直到对角线左边没有非零元素为止。
以第 i 行和第 j 行 2 行元素为例说明。

当对第 j 行第 k 列以第 i 行第 k 列为转轴进行
Givens 旋转时，第 i、 j 行第 k 列左边的元素均为 0，
以使第 j 行第 k 列的元素变为 0。 初始的第 i、 j 行元
素如下：

0，…，0，Hwik，Hwik+1，…，Hwil，…
0，…，0，Hwjk，Hwjk+1，…，Hwjl，…

（8）

经过单次 Givens 变换，得到如下结果：

0，…，0，H ′wik，H ′wik+1，…，H ′wil，…
0，…，0，H ′wjk，H ′wjk+1，…，H ′wjl，…

（9）

Givens 变换推导后得到计算公式如下：
H ′wil=CHwil+SHwjl

H ′wjl=-SHwil+CHwjl
l l=k，k+1，…，2n （10）

C= Hwik

H 2
wik+H 2

w jk姨
， S= Hwjk

H 2
wik+H 2

w jk姨

3 VPAIR 消元策略

VPAIR 消元策略是 Robey 提出的基于最少注入

元的变转轴逐列消元策略，该策略经过大量算例验
证，计算效率高，是目前被广泛采用的方法。 其原则
如下：

a. 检查是否存在结构完全一致（无中间注入元）
的 2 行，若有则直接进行 Givens 旋转；

b. 计算所有旋转对产生的中间注入元个数，并
对各旋转对产生注入元的个数进行比较，选择产生
注入元个数最少的 2 行作为确定的旋转对进行
Givens 旋转；

c. 在中间注入元个数一样的情况下，选择最稀
疏的 2 行作为旋转对进行 Givens 旋转。

下面通过简单的 4 × 3 阶矩阵 A 来演示用
VPAIR 策略进行逐列变转轴 Givens 旋转的过程。 原
始矩阵 A 如式（11）所示。
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（11）

其中，× 表示非零元素。
步骤 1：第 1 列共计有 C 2

4 = 6 个旋转对可供旋
转。 旋转对［R3，R4］无注入元，故选之进行变换，元素
（4，1）被消去，所得结果如式（12）所示。
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（12）

其中，［Ri，Rj］表示第 i 行、第 j 行组成的旋转对；（i， j）
表示矩阵第 i 行第 j 列元素。

步骤 2：第 1 列有 3 个旋转对可供旋转，旋转对
［R1，R2］和［R2，R3］均只有 1 个非零注入元，而旋转对
［R1，R2］更稀疏，故选之。 此时元素（2，1）被消去，同
时产生注入元（1，1）（注入元用茚表示），所得结果如
式（13）所示。
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（13）

步骤 3：第 1 列只剩下旋转对［R1，R3］，故选之
进行变换。 此时元素（3，1）被消去，同时产生注入元
（1，2）。 至此第 1 列旋转结束。 所得结果如式（14）
所示。
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（14）

步骤 4：进行第 2 列旋转。 旋转对［R3，R4］无注
入元，故直接选之进行变换，元素（4，3）被消去。 所
得结果如式（15）所示。
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步骤 5：第 2 列只剩下旋转对［R2，R3］，故选之
进行变换。 元素（3，2）被消去，产生注入元（2，2）。 至
此第 2 列旋转结束。 所得结果如式（16）所示。
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步骤 6：第 3 列只剩下旋转对［R3，R4］，故选之进
行变换。 上三角矩阵 R 形成，旋转过程结束。 所得结
果如式（17）所示。
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（17）

由上述可知，VPAIR 策略为了实现严格的矩阵
上三角结构，进行了 6 次旋转操作。

4 基于 VPAIR 消元的改进策略

4.1 改进策略的基本原理
VPAIR 消元策略采用寻找产生最少注入元的旋

转对进行变换，很大程度上减少了注入元的数量。 但
是，由 4 × 3 阶矩阵 A 不难发现，当对第 i 列进行旋
转时，元素（i，i）出现了为 0 的情况。 为了满足上三
角矩阵 R 的结构特点，仍然要将该行纳入旋转对进
行变换，这在一定程度上增加了注入元素的数量，降
低了计算效率。 由于电力系统状态估计的加权雅可
比矩阵的大规模稀疏性，矩阵对角元素为 0 的情况
更为普遍。 对此，本文提出了基于 VPAIR 消元的改
进策略。 仍然采用逐列消元，具体步骤如下。

a. 对第 i 列进行变换时，统计该列第 i 行以下（包
括第 i 行）所有非零元素个数和非零元素所在行的信
息。 由非零元素所在行组成子矩阵。

b. 对子矩阵进行 VPAIR 策略的消元，即寻找非
零注入元个数最少的旋转对进行旋转。 记录该列最
后一次旋转的旋转轴所在行信息。

c. 将该旋转轴所在行与第 i行元素位置互换。
d. 进行第 i+1 列的变换。
上述策略的关键在于旋转过程中动态调整行排

序（即量测排序），实现排序优化。 由式（4）可知：
H T

wHw=（QHw）T（QHw）=RTR （18）
由式（18）可知，加权雅可比矩阵 Hw 经 Givens

正交变换后得到的最终上三角矩阵 R 和信息矩阵
H T

wHw 平方根分解后得到的上三角矩阵相同。 调整

行排序的过程中虽然 Hw 发生变化，但是 H T
wHw 不会

发生变化，所以最后的上三角矩阵 R 也是一致的。
因此，改进策略不改变计算结果，从理论上而言是可
行的。
4.2 改进策略的具体实现

为了说明改进策略的变换过程，同样采用上述
4×3 阶矩阵 A 进行演示。

步骤 1：第 1 列有 3 个非零元素，共计 C2
3= 3 个

旋转对可供旋转。 旋转对［R3，R4］无注入元，故选之
进行变换，元素（4，1）被消去，所得结果如式（19）所示。
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步骤 2：A1 第 1 列还有 2 个非零元素，组成唯一
可供选择的旋转对［R2，R3］，故选之进行变换，元素
（3，1）被消去。 此时第 1 列只剩下第 2 行一个非零元
素，该列旋转过程结束。 将第 2 行元素与第 1 行元
素位置互换，所得结果如式（20）所示。
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步骤 3：第 2 列还有 2 个非零元素，组成唯一可

供选择的旋转对［R3，R4］，选之进行变换，元素（4，1）
被消去。 此时第 2 列只剩下第 3 行一个非零元素，
该列旋转过程结束。 将第 3 行元素与第 2 行元素
（如备注所示为原第 1 行）位置互换，所得结果如式
（21）所示。
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（21）
步骤 4：对第 3 列唯一旋转对［R3，R4］（如备注所

示为原［R1，R4］）进行变换，形成上三角矩阵 R（A4）。

A4=
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（22）

通过演示可以发现对于 4 × 3 阶矩阵 A 而言，
VPAIR 策略需要进行 6 次旋转操作；改进策略进行
了 4 次旋转操作和 2 次矩阵行位置互换操作。 由第
3 节 Givens 旋转公式可知，每一次的旋转操作是复
杂的，运行时间也远远大于位置互换操作的时间。
因此，利用改进策略的 Givens 变换可以在很大程度

第 1 行元素与
第 2 行元素互换

第 3 行元素与原
第 1 行元素互换
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上减少计算时间，提高计算效率。
由式（22）的结果不难发现，改进策略在得到最

后上三角矩阵的同时，也给出了雅可比矩阵所在行
（即量测量）的新排序。 这种排序是在利用 VPAIR 策
略进行 Givens 变换的过程中得到的更加优化的排
序。 该排序可以有效地规避旋转过程中处理对角元
元素为 0 的情况，很大程度上提高了计算效率。
4.3 策略比较与分析

与一般加权最小二乘法处理对称矩阵 H T
wHw 不

同，在正交变换法状态估计中，Givens 旋转由于需要
直接对加权雅可比矩阵进行处理，所以存在量测排
序的优化问题。 量测排序的合理与否，对旋转过程
中产生注入元的数量会产生重要的影响。

VPAIR 策略在选择最少注入元所在的行对进行
变换的过程中，本质上也对量测排序进行了一定程
度的优化。 但是在逐列消元的过程中，该列最后一
次 Givens 旋转的旋转轴所在行号与列号一致，是已
经固定的。 所以这种量测排序的优化只是半动态的
优化策略，部分量测量顺序没有得到优化。

而改进策略在逐列消元过程中，避免了固定最
后旋转轴所在行号的弊端，同时将最后的旋转轴所
在行与和该列列号一致的行号进行在线动态的互
换，调整了量测排序。 这种量测排序的优化手段是
一种动态的优化策略，因此具有更高的计算效率。

5 算例验证

为了验证所提改进策略的计算效率，并与 VPAIR
策略进行比较，2 种策略均采用按照最小度原则的
列排序，保证矩阵 R 稀疏性的同时，便于策略之间的
比较。 在 IEEE 39、57、118 节点系统和实际某区域
23 节点、区域 433 节点上分别进行了测试。 选用主
频为 3.4 GHz、内存为 8 G 的台式机运行程序。 测试
算例的配置信息如表 1 所示。

将原策略和改进策略分别在上述系统中进行运
行和验证，计算结果如表 2 所示。 其中旋转次数为
状态估计中对加权雅可比矩阵 Hw 完成一次完整的
正交变换，形成最终上三角矩阵 R 所进行的 Givens
旋转总次数，而 CPU 时间为完成上述正交变换的计

算时间。
由表 2 可知，改进策略在 Givens 旋转总次数和

计算时间上都有 50% 以上大幅度的减少。 因此，改
进策略的计算效率得到很大的提高。

6 结论

在电力系统状态估计中，针对正交变换法在变换
过程中出现大量非零注入元的情况，本文在 VPAIR
变转轴逐列消元策略的基础上，提出消元过程中动
态调整量测排序的改进策略。 将所提改进策略与
VPAIR 策略在不同规模仿真系统运行比较，表明改
进策略具有更高的计算效率，满足在线状态估计的
要求。

本文提出的改进策略结合了量测排序的动态优
化，简单有效，切实可行，能够有效提高计算效率。
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Improved strategy of Givens orthogonal transformation method in
state estimation based on VPAIR elimination
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Abstract： Givens orthogonal transformation method is an effective way to improve the numerical stability of
power system state estimation，while its computational efficiency is affected by a large number of non鄄zero
fill鄄in elements in the transformation progress. The quantity of fill鄄in elements can be reduced effectively by
minimum degree algorithm鄄based column ordering and VPAIR column oriented variable pivot strategy. Based
on the above elimination strategy，an improved strategy is proposed to adjust measurement ranking
dynamically in the elimination process. The proposed strategy dynamically optimizes the measurement order
in the process of selecting appropriate pair for rotation，which further reduces the fill鄄in elements. Simulative
results of the improved strategy and VPAIR strategy in different scale simulation systems are compared，
verifying that the improved strategy has higher computational efficiency and can better meet the
requirements of online state estimation.
Key words： state estimation； orthogonal transformation； Givens rotation； elimination strategy； dynamic
measurement ranking
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