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摘要!传统延拓法追踪电力系统平衡解流形存在局部失真严重和搜索分岔点计算量大%精度低的问题& 针对
这些问题!提出一种基于曲率半径及两分搜索法的改进延拓法& 基于曲率半径的改进不仅在弯曲程度高的
区域使平衡解流形的失真程度较小!而且在平坦区域具有较高的追踪速度#基于两分搜索法的改进简化了分
岔点的搜索步骤%减小了计算量%提高了精度& 以典型三节点电力系统为例进行数值仿真实验!先应用自动
改变同伦的算法从任意点获取平衡解流形起始点!再从不同的起始点追踪到多条纯数学理论下的平衡解流
形!接着使用两分搜索法搜索平衡解流形上的分岔点!最后将所得结果与:3*).4*软件包%传统延拓法求解结
果的对比分析!验证了所提方法的正确性和有效性&
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$;引言

近些年来!世界范围内发生的几次大停电事
故%%VA&让社会经济遭受了巨大的损失!也给人们的生
活带来了极大的不便' 这让电力系统的稳定性问题
再次成为关注的焦点' 电压稳定性是电力系统稳定
性研究的主要内容之一' 电压稳定性包括静态稳定
性和动态稳定性' 分岔理论是一种研究电压稳定性
的数学方法' 分岔点是电压稳定的临界点' 鞍结分
岔点 QZ( Q3MM'(V4.M(Z,S1+)3*,.4 6.,4*)是电力系统
电压静态稳定性的临界点!常常会引起电力系统的
电压突然崩溃#系统失稳#低频振荡等复杂现象' 霍
普夫分岔点 XZ(X.6SZ,S1+)3*,.4 6.,4*)是电力系统
电压动态稳定的临界点!常常会引起电压崩溃前的
电压振荡等现象' 在电力系统的平衡解流形上搜索
出鞍结分岔点和霍普夫分岔点对于分析电力系统的

电压稳定性具有非常重要的意义'
延拓法(亦称同伦法#嵌入法)是一种在追踪电

力系统的平衡解流形时比较受欢迎的方法%E& ' 但在
追踪电力系统平衡解流形过程中起始点的获取!普
遍的做法仍然是通过解常规潮流方程%EVD& ' 利用延
拓法来解决起始点获取问题的文献非常少' 使用牛
顿法等传统迭代法是否取得成功!强烈依赖于初值
的选取是否合适' 相对于牛顿法等传统迭代法而
言!延拓法的优越性恰恰就在于其初值的任意性以
及大范围收敛性' 本文就如何使用自动改变同伦的
算法来解决起始点的获取问题进行阐述!并且从不
同的起始点出发!追踪到多条平衡解流形'

在追踪平衡解流形时!步长的选取方法多种多

样' 其中!文献%L&提出了投影增量法和弦线角增
量法' 文献%D&提出了根据单位切向量的大小来改
变步长的方法!在平衡解流形平坦处选用较大的步
长!反之选用较小的步长' 文献%"&提出了根据计
算时迭代次数的大小来改变步长的方法' 文献%<&
提出了一种改进的自动变步长法' 文献%%$&提出
了一种根据计算是否收敛来改变步长的方法' 总而
言之!上述这些方法都是通过预先设定一个条件!当
满足该条件时!就对步长进行加倍或者减半处理+否
则!步长保持不变' 下文将这种修改步长的方法称
为加倍或减半步长法' 该方法常会使平衡解流形在
弯曲程度高的区域失真较严重' 针对该问题!本文
提出一种根据曲率半径来修改步长的方法' 该方法
能使平衡解流形在弯曲程度越高的区域越光滑' 电
力系统故障通常都是发生在平衡解流形弯曲程度较

高的区域!这也是该方法的一个重要意义之所在'
通过数值计算方法得到的平衡解流形!实际上

就是把一系列离散的平衡点依次连接而成的曲线'
由于数值方法得到的是一系列的离散点!无论是与
之对应的切向量还是与之对应的雅可比矩阵的特征

值都是离散的' 分岔点的条件是苛刻的!通过数值
方法得到的这一系列平衡点并不一定恰好就有所求

的分岔点' 因此!就必须在平衡解流形上搜索分岔
点!常用方法是抛物插值法%EVD!<!%%V%#& !该方法得到的
分岔点的精度与所插的点数有关' 如果精度要求较
高!那么使用该方法的计算量是相当大的!而且所插
的点也不是严格意义上的平衡点' 针对上述问题!
本文提出一种计算量相对较小而精度又较高的两分

搜索法来求取平衡解流形上的分岔点'
下文将使用自动改变同伦的算法来获取起始

点#根据曲率半径来修改步长并结合两分搜索法求
取分岔点的方法称为改进延拓法' 将通过解常规潮
流方程获取起始点#使用加倍或减半步长法并结合
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抛物插值法来搜索分岔点的方法称为传统延拓法'

%;平衡解流形

一个形如式(%)的微分 代数方程组的平衡解

流形!就是满足方程组式(#)的解 +的集合'
+*$3(+!/)
$ $4(+!/){ (%)

$ $3(+!/)
$ $4(+!/){ (#)

其中! +为系统状态变量+ 5+为状态变量对时间的导
数+ /为控制参数+3(+!/)为系统状态变量关于时
间变化的向量场+4(+!/)为系统代数约束方程组'

不妨将式(#)表示为*
6(+) $$ (!)

其中! +为包含了状态变量和控制参数的广义系统
变量'

若方程组式(!)中方程的个数比 + 的维数少 %!
则其平衡解流形通常是一条曲线' 文献%E]D!"]<!
%%]#%&中提到含一个控制参数的电力系统!若将控
制参数并入 + 中当作 + 的一个分量!此时方程的个
数比 +的维数少 %!其平衡解流形是一条曲线' 若
方程组式(!)中方程的个数等于 + 的维数!平衡解
流形通常是一个点!电力系统常规潮流方程的平衡
解流形就属于这一类'

含一个控制参数的电力系统的动态数学模型通

常可以表示成式(%)的形式!其平衡解流形通常是
一条曲线' 要描绘出这条曲线!最常用的方法是基
于预测@校正的延拓法(也称连续潮流法#间接法)'
要获得这条曲线的起始点!常用的方法是求解该系
统的常规潮流方程' 本文将采用自动改变同伦的算
法!从任意点获得平衡解流形的起始点'

#;自动改变同伦的算法

假定6*73BQ 4BQ!+)是方程组式(!)的解'
同伦法的基本思想是将求方程组式(!)在给定

初始点 +$条件下的解 +)的问题转化为引入参数M!
构造一簇映象8代替单个映象6!其中8满足*

8(+!$) $6$(+)
8(+!%) $6(+){ ;+ . 7 (A)

其中!6$(+) $̂的解为 +$' 8(+!%) $̂ 的解就是方
程组式(!)的解' 也就是将求方程组式(!)在给定
初始点 +$ 条件下解 +)的问题转化为求解同伦方程

式(E)的解 + +̂(M)的问题' 此处 +* $!%[ ] 4 BQ

连续依赖于参数 M' 当 M̂ $ 时!+($) +̂$+当 M̂ %
时!+(%) +̂)'

8(+!M) $̂;M.%$!%&!+.7 (E)
从任意点 +$ 出发!通过同伦法寻找平衡解流形

上足够好的起始点 +)!本文采用文献%##&所述的带

参数M的同伦方程*
;8(+!M!'(M)) $6(+) !(% !M) Y

%6(+$) !'(M)(+ !+$)& $ $ (D)
其中!M.%$!%&!函数'(M) 0̂(%nMnM#)!0 为控制
非奇参数' 开始时 0 $̂!若计算过程中遇到矩阵
%6*(+)n0(%@M!)!&@%奇异!0 自动增加 !0!就能穿
过奇异点'

方程式(D)两边对参数 M求导之后!可以整理
得到如式(L)所示的含初值条件的微分方程组*

+*(M) $%6*(+) '0(% !M!)!& !% Y
%!0M#(+(M) !+$) !6(+$)&

+($) $+$
{ (L)

其中! !为阶数与 + 维数相同的单位矩阵' 为了得
到足够好的起始点!本文结合了精度较高的四阶龙
格 库塔公式' 本方法可以从任意点较易获得足够
好的起始点' 虽然不是从每一个任意点都能得到起
始点!但通常只需尝试几次就能成功' 本方法的有
效性完全依赖于同伦法的大范围收敛性#能够穿过
奇点的能力以及初值任意性等特点%#!& '

在这里需要说明的是*对含一个控制参数的电
力系统而言!其方程组式(!)中方程的个数比 + (包
含了状态变量和控制参数)的维数少 %!需要在方程
组式(!)中添加一个系数全为 $的齐次方程!才能顺
利使用同伦法进行计算+否则方程组式(!)的雅可
比矩阵不是方阵!无法对其进行求逆运算'

!;基于预测 校正的延拓法

!8%;基于预测 校正的延拓法

基于预测 校正的延拓法的思想可描述如下*要
描绘方程组式(!)所表示的曲线 2!如图 % 所示!首

图 % 基于预测 校正的延拓法示意图

W,R8% Q)P(23*,)M,3R+32.S).4*,413*,.4
2(*P.M N3K(M .4 6+(M,)*.+V).++()*.+

先要获得一个起始点G!从这个起始点出发!沿着预
测方向9(通常取曲线 2的切线方向)前进一定的
距离(步长 J)!得到一个预测点 F+然后使用一个收
敛速度较快的迭代法对该预测点加以校正!得到一
个平衡点(即校正点)O+再将这个平衡点当作新的
起始点!重复上述过程就会得到一系列的平衡点+最
后将起始点和所有的平衡点依次连接起来!就得到
这条曲线2' 从一个起始点出发!只能得到一条曲
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线' 这条曲线2称为方程组式(%)的平衡解流形'
若方程组式(!)有多条曲线!那么有几条曲线!就至
少需从几个起始点出发才能完全追踪到全部曲线'

对于一条如图 % 所示的正则光滑曲线 2!设其
方程为 :̂ :(#)' 关于预测方向 9!本文取为其单位
切向量9(#) :̂*(#)的方向' 对于预测点的校正!本
文使用与文献%%%!#!&相同的牛顿迭代法' 当然!
也可以如同文献%%$&!使用 :0Cd0Z工具箱中的
SK.'T(函数来完成预测点的校正' 至于具体的操作!
可以查看相关的文献!此处不再赘述'
!8#;使用曲率半径自动改变步长

对于一条如图 # 中所示的正则光滑曲线 2!在
曲线2截取一小段弧!当弧长B足够小时!可将这段
弧看作一段圆弧' 换言之!可用一个曲率圆的圆弧
来拟合这一小段弧!曲率圆的半径称为曲率半径'

图 # 曲率半径与步长的关系示意图
W,R8# =('3*,.4 N(*/((4 )1+T3*1+(

+3M,1K34M K*(6 '(4R*P

由微分几何的知识可知!弧的弯曲程度越高!其
曲率半径就越小+弧的弯曲程度越低(也称弯曲程度
低为平坦)!其曲率半径就越大' 可见!用曲率半径
的大小来表示弧弯曲程度的高低是合理的' 下面具
体阐述一下如何根据曲率半径来自动改变步长'

假设图 #中G点处曲率圆为圆 !̂曲率半径为
.(#)!若沿预测方向9前进一个步长 J到达F点!误
差1为FO!对应的圆心角为!' 由几何关系易得出*

1$.(#)(% !).K!) (")
J $.(#)K,4 ! (<)

由式(")#(<)可知!J#1都与 .(#)成正比例关
系' 在!一定的情况下!.(#)越小!J 越小!对应的1
也越小' 换言之!在弯曲程度越高的区域!预测点偏
离平衡点的距离反而越小!曲线越光滑' 为了便于
程序处理!可把!取为一个定值(例如 !̂ E_)!并取
一个误差限1% 和一个最大步长 J23?' 若按式(")计
算的误差1#1%!步长取为 J Ĵ23?+反之!步长按式
(<)来取'

由微分几何的相关知识可知!曲率半径 .(#)的
计算公式为%#E& *

.(#) $ :*(#) !

:*(#) Y:Z(#)
(%$)

若该曲线方程的参数取弧长 B!即 :$:(B) !曲
率半径的计算公式为*

.(B) $ :*(B) !

:*(B) Y:Z(B)
(%%)

由微分几何的知识可知!曲线的弧长#曲率#挠
率都是运动不变量!则*

.(#) $.(B) (%#)
对于如文献%#A&所述的含一个控制参数 /的

电力系统平衡解流形!其普遍形式如下*
%%(+!/) $$
%#(+!/) $$
1
%Q(+!/) $$










(%!)

式(%!)不妨记为*
6(+!/) $$ (%A)

其中! 6$%%%!%#!,!%Q&
C++为 Q维状态量!+和/都

是关于弧长参数B的函数' 等式两边对B求导!得*
M6(+!/)

MB
$$ (%E)

在数学上!不妨将 /看作是 NQ'%!这样就可在
Q '%维空间中进行讨论'

由微分几何的知识可知!单位切向量%#E& 为*

9(B) $
MN%
MB

!
MN#
MB

!,!
MNQ'%

MB( )
C

(%D)

约定运算符 "为*

"$ 0
0N%

! 0
0N#

!,! 0
0NQ'%

( )
C

(%L)

则式(%E)可化为*
"%/-9(B) $$;/$%!#!,!Q (%")

其中!运算符 "-$为向量的点乘运算符' 可见!
9(B)与 "%/(/̂%!#!,!Q)都垂直'

在 Q '%维空间中定义一种类似于三维空间的
叉乘(t)运算!约定*
; "%% Y"%# Y, Y"%Q $(0%!0#!,!0Q'%)

C (%<)
其中!0/(/̂%!#!,!Qn%)由式(#$)决定'

M(*(%;!"%%!"%#!,!"%Q&) $"
Q'%

/$%
0/H/ (#$)

其中!;$(H%!H#!,!HQ'%)
C为 Q '%维空间中的单位

向量+M(*为求行列式运算' 则*

9(B) $
"%% Y"%# Y, Y"%Q
"%% Y"%# Y, Y"%Q

(#%)

令 "̂ "%%t"%#t,t"%Q!式(#%)可化为*
"9(B) $" (##)

等号两边对B求导!在伏雷内%#E&标架下!得*
M
MB"( ) 9(B) ' "((B)$(B) $M

MB"
(#!)

其中!((B)为曲率+$(B)为单位主法向量'
约定运算符 "#为*
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"#$ 0#

0N/0N6
( )

(Q'%)Y(Q'%)
;/!6$%!#!,!Q '% (#A)

则式(#!)可化为*
"((B)$(B) $!(9(B)-" ")9(B) '

("#%%9(B)) Y"%# Y, Y"%Q ', '
"%% Y"%# Y, Y("#%Q9(B)) (#E)

令*
( $("#%%9(B)) Y"%# Y, Y"%Q ', '

"%% Y"%# Y, Y("#%Q9(B)) (#D)
式(#E)等号两边同时乘以 "#!并取向量的

模!可得*

((B) $
!("-" ")"' "(

"! (#L)

又因为.(B)((B) $%!所以*

.(B) $ "!

!("-" ")"' "(
(#")

至此!便得到了平衡解流形( Q '% 维空间曲
线)的曲率半径计算公式'

A;分岔点的搜索

A8%;分岔点的分类
通常情况下考虑的电力系统分岔点有鞍结分岔

点和霍普夫分岔点' 当平衡点对应的雅可比矩阵
( 6(+) 对状态变量求偏导数得到的方阵!后同)有
零特征值时!该平衡点为鞍结分岔点+当平衡点对应
的雅可比矩阵有一对纯虚数的特征值时!该平衡点
为霍普夫分岔点' 也可以根据平衡解流形的雅可比
矩阵的根轨迹来判断分岔点的位置*当根轨迹通过
复平面的原点时!对应的平衡点为鞍结分岔点+当根
轨迹从非原点处穿过复平面的虚轴时!对应的平衡
点为霍普夫分岔点'
A8#;两分搜索法求取分岔点

当使用数值计算方法得到的平衡点中并非恰好

含有分岔点时!就需要对分岔点进行搜索' 本文采
用两分搜索法来求取平衡解流形上的分岔点' 两分
搜索法的思想可表述如下*先判断平衡点是否为分
岔点!若不是!通过 #个相邻平衡点的雅可比矩阵特
征值的实部大于 $的个数是否相等来判断它们之间
是否存在分岔点!若存在!取这 #个相邻的平衡点为
搜索区间的端点' 对搜索区间的中点进行校正后得
到一个新的平衡点!用相同的方法在新平衡点和两
端点之间找出新的搜索区间' 如此重复!直至找到
特征值实部为 $的平衡点为止' 接着通过判断实部
为 $的特征值的虚部是否为 $来确定该平衡点为鞍
结分岔点还是霍普夫分岔点*若对应的虚部为 $!则
该平衡点为鞍结分岔点+反之!则为霍普夫分岔点'

使用两分搜索法只能在一个搜索区间内找到一

个分岔点' 若搜索区间内存在多个分岔点!分岔点

就会丢失' 经过大量的数值实验得出结论*在使用
传统延拓法追踪平衡解流形时!若最大步长选择不
恰当!常会出现相邻平衡点之间存在多个分岔点的
现象' 使用改进延拓法!若图 #中的!取值较小!通
常不会出现相邻平衡点间存在多个分岔点的情况'

E;算例

下面使用文献%#A&所述的经典三节点电力系
统为例来验证本文所提方法的正确性和有效性' 其
系统图如图 !所示'

图 ! 典型三节点电力系统结构图
W,R8! CO6,)3'*P+((VN1K6./(+KOK*(2

该系统的具体参数及其物理意义可以查阅文献

%#A&!此处不再赘述' 其微分方程组为*

"̀2 $*
*̀$%D&DDD DLK,4("!"2 '$&$"L #L)? !

$&%DD DL*'%&""$ LA

"̀$A<D&"L% "%?# !%DD&DDD DL).K("!"2 !
$&$"L #L)? !DDD&DDD DL).K("!$&#$< AA) !
<!&!!! !!? '!!&!!! !!A% 'A!&!!! !!

?̀ $!L"&LD! "A?# '#D&#%L ##).K("!"2 !
$&$%# A%)? '%$A&"D" "L).K("!$&%!A E")? '
%A&E## ""? !E&##" LDA% !L&$!# D"



















(#<)
令 + $%"2!*!"!?!A%&

C!其中!"2#*#"#? 为状
态变量!A% 为控制参数' 本文所用的各变量都是使
用标幺值!下文不再赘述' 该系统的平衡解流形 +
满足*

6(+) $%%%!%#!%!!%A&
C$$

%% $"̀2! %# $*̀! %! $"̀! %A $?̀
(!$)

E8%;使用改进延拓法从任意点获取起始点
在表 %中给出几组使用改进延拓法从任意点追

踪到的起始点'
从表 % 第三列数据可看出!任意点都距离平衡

点相当远' 从第四列数据可以看出!得到的起始点
距离平衡点都非常近' 而当任意点为($!$!$!$!
$)时!使用非线性系统动态分岔与混沌分析的商
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表 % 改进延拓法从任意点追踪到的起始点
C3N'(% Q*3+*,4R6.,4*K*+3)U(M NO,26+.T(M ).4*,413*,.4 2(*P.M S+.23+N,*+3+O6.,4*K

任意点 +$("2!*!"!?!A%) 起始点 +)("2!*!"!?!A%) /6(+$)/# /6(+))/#

($!$!$!$!$) (%8#E% D!$!@#8<## A!@$8%!< #!%8%$" ") A!8<A$ D <8E%E Lt%$@%!

(%!%!%!%!%) (%8DA" $!$!$8%L$ L!$8%%A L!%8%#% %) %8EE" $t%$# %8#!" At%$@L

(@%!@%!@%!@%!@%) (%%8E$! A!$!D8E%L #!@$8%%A "!@A8!%L $) %8$%E Et%$! %8AE$ At%$@L

(#!#!#!#!#) (%8!$" <!$!!8!E" E!@$8%!! L!$8<"" #) %8"<E !t%$! %8!$# #t%$@%%

(@#!@#!@#!@#!@#) (@!8$<L E!$!@!8$E! "!@$8"DA %!@#8$%% %) %8L%% !t%$! A8LE< %t%$@L

(%!#!!!A!E) ($8D## !!$!!8!D# "!@$8!DE D!A8D$< !) %8$DA "t%$A #8$L! <t%$@%!

(@%!@#!@!!@A!@E) ($8#E# E!$!@!8$AE <!@%8D#A %!@E8$%# L) E8#LL %t%$! D8%$# Lt%$@"

(E!A!!!#!%) (%$8"$" !!$!!8!LE "!$8%#< #!@!8EE" E) !8!!E At%$! #8<!E #t%$@%%

(@E!@A!@!!@#!@%) (@D8$$E E!$!@!8$#" L!@%8AE" "!@%8$$% D) L8E%A $t%$# %8$L# At%$@%!

(%!!!E!L!<) (@#!8#D! <!$!@%#8A$E "!$8%%! $!$8<EL #) #8A"$ Et%$A !8$EE <t%$@<

(@<!@L!@E!@!!@%) (@L8"#D #!$!@D8$D< %!@$8%%L #!@A8%%< $) E8A#% #t%$! #8$"D Lt%$@%!

(#!A!D!"!%$) (D8LE# %!$!D8AE" !!$8EE$ #!<8#L< !) #8"$# "t%$A E8!AA $t%$@<

(%$!#$!!$!A$!E$) (L8L<# E!$!$8%LL $!$8%%< %!%8#<# L) "8$%$ !t%$E #8#!! Et%$@%!

用软件包 :3*).4*无法追踪到该系统的平衡解
流形'
E8#;从任意点G"$#$#$#$#$$追踪平衡解流形

图 A是使用改进延拓法从任意点 G($!$!$!$!
$)追踪到的平衡解流形(图中的点画线是从任意点
到起始点的追踪轨迹!下文图中点画线的意义若非
特别声明!与此处相同)'

图 A 从任意点G追踪到的平衡解流形
W,R8A &Q:*+3)U(M S+.23+N,*+3+O6.,4*G

从图 A可以看出!该平衡解流形的电压都是负
值!这是一条不常见平衡解流形!实际的电力系统!
通常不可能运行于这条平衡解流形上!这仅仅是该
系统纯数学理论意义下的平衡解流形'
E8!;从不同起始点追踪平衡解流形

图 E是使用改进延拓法从不同的起始点追踪到
的 A条平衡解流形'

图 E 改进延拓法追踪到的 A条平衡解流形
W,R8E W.1+&Q:K*+3)(M NO,26+.T(M

).4*,413*,.4 2(*P.M

从图 E可看出!从不同任意点追踪到多个起始

点' 从不同的起始点出发!追踪到 A 条该系统纯数
学理论意义下的平衡解流形' 其局部放大图见
图 D'

图 D中只保留了平衡解流形' 其中曲线 % 是常
见的平衡解流形!因为实际的电力系统只能运行于
曲线 %的上半部分' 而曲线 #.A都不常见!其中一
个主要原因就是通常的平衡解流形都是通过解常规

潮流方程得到起始点!而这个起始点都是位于曲线
%上!它们只是该电力系统纯数学理论意义下的平
衡解流形!至于其所反映的物理现象及其实际研究
价值尚有待考究'

图 D 图 E的局部放大图
W,R8D -3+*,3'326',S,)3*,.4 .SS,R8E

E8A;对比分析改进延拓法与:3*).4*的相应结果
图 L给出了改进延拓法与 :3*).4*追踪到的平

衡解流形及搜索到的分岔点'

图 L 改进延拓法与:3*).4*的平衡解流形%分岔点
W,R8L &Q:K34M N,S1+)3*,.4 6.,4*K.S,26+.T(M

).4*,413*,.4 2(*P.M 34M :3*).4*

从图 L可以看到!改进延拓法和:3*).4*追踪的
平衡解流形是重合的' 从宏观上讲!使用改进延拓
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法追踪电力系统平衡解流形的效果与使用 :3*).4*
的效果相当' :3*).4*搜索出 L 个分岔点!改进延拓
法得到 E个分岔点!比 :3*).4*搜索到的分岔点少 #
个(XZ!#XZA)' 由于分岔点的位置都很靠近!所以
在图 L中只标注一次!下文的情况与此相同!不再作
说明' # 种方法分岔点的相关数据在表 # 中给出'
改进延拓法平衡解流形的根轨迹图如图 " 所示(图
中短线竖直线为虚轴)'

下面对比分析上述 # 种方法得到的分岔点!由
表 #中的特征值可以看出!:3*).4*得到的霍普夫分
岔点XZ!#XZA 所对应的 A 个特征值都为实数' 由
霍普夫分岔点的定义可知!这 # 个点不是霍普夫分
岔点!此时:3*).4*出现了误判' 改进延拓法得到的
E个分岔点和 :3*).4*得到的另外 E 个分岔点很
接近'

表 # 改进延拓法与:3*).4*搜索到的分岔点
C3N'(# Z,S1+)3*,.4 6.,4*KK(3+)P(M NO,26+.T(M ).4*,413*,.4 2(*P.M 34M :3*).4*

:3*).4*搜索到的 L个分岔点 改进延拓法搜索到的 E个分岔点
类型 ("2!*!"!?!A%) 对应的特征值; 类型 ("2!*!"!?!A%) ; 对应的特征值;

QZ%
(#8$L$ E"!!$!$8%E% <!D!
$8%%D L"L!$8<$< A!D)

LD8!%% "$<!@D8D<E <A"!
@$8$$$ $$A!@$8%L% #D"

QZ%
(#8$L$ A!!!$!$8%E% LL<!
$8%%D L"L!$8<$< A%A)

LD8!$% %EL!@D8D<L !<<!
$8$$$ $$$!@$8%L% #"#

QZ#
(!8%#% !<!!$!$8$"D %E<!
$8E"D AAE!!8<#! LA<)

@A<8AD# !DL!!8%## AE#!
@#8<"# "#A!@$8$$$ $$!

QZ#
(!8%#% !""!$!$8$"D %EE!
$8E"D AAE!!8<#! LA#)

@A<8ADA $D"!!8%## AEL!
@#8<"# "#%!$8$$$ $$$

QZ!
($8!AL E$%!$!$8%!L <#L!
$8<#A <DE!%%8A%% !DA)

@"<8%E$ LDA!$8$$$ $E$!
@$8AEE LDAnJ#8L!! $"% A!
@$8AEE LDA@J#8L!! $"%

QZ!
($8!AL E!"!$!$8%!L <DE!
$8<#A <D"!%%8A%% A%A)

@"<8%#L DA<!$8$$$ $$$
@$8AEE <L%nJ#8L!# L$A!
@$8AEE <L%@J#8L!# L$A

XZ%
($8!A! A%#!$!$8%!D %!!!
$8<A# EDD!%%8A$D DED)

@<#8DED DDE!@#8DA$ E!$!
J#8"<A "!A!@J#8"<A "!A

XZ%
($8!A! AE$!$!$8%!D %L%!
$8<A# ED$!%%8A$D L%#)

@<#8D!% #D<!@#8DA$ ED"!
$8$$$ $$%nJ#8"<A A"A!
$8$$$ $$%@J#8"<A A"A

XZ#
($8!%$ $EE!$!$8%#$ $$A!
%8$<< "AD!%$8<AD #<A)

@%#"8DD% !A<!@%E8!LA <"D!
J!8LAL <LA!@J!8LAL <LA

XZ#
($8!%$ $L"!$!$8%#$ $!$!
%8$<< ""%!%$8<AD %DL)

@%#"8DAE "AE!@%E8!"$ ##"!
$8$$$ $$%nJ!8LA" $!"!
$8$$$ $$%@J!8LA" $!"

XZ!
(!8$L# !D!!$!$8%$$ D#D!
$8AA! LA!!!8D%" EEL)

%!8D#" <"E!!8$$< <EA!
@!8$$< <E!!@#"8A"D LL$

XZA
(!8%%< <<<!$!$8$"D LD#!
$8E"$ E!!!!8<#! ###)

@A"8A$" A#L!@!8$AE A$%!
!8$AE A%!!$8EDD ""!

从图 "可知!根轨迹在XZ%#XZ# 及其关于实轴

对称的位置上穿越复平面的虚轴!与之对应的 # 个
平衡点为霍普夫分岔点' 根轨迹在 QZ%#QZ##QZ! 从

原点穿越虚轴!与之对应的 ! 个平衡点为鞍结分岔
点' 除此之外!根轨迹不再有其他穿越虚轴的点'
因此!该平衡解流形上!应该只有 E 个分岔点' 其中
改进延拓法求得的分岔点XZ%#XZ##QZ! 与文献%<!
%<&的结果一致'

为了便于说明问题!将图 L 中弯曲程度高的区
域 %#区域 #进行放大分析!如图 <所示'

从图 <可以看出!在弯曲程度高的区域!:3*).4*
追踪到的平衡解流形失真比较严重!而改进延拓法
追踪到的平衡解流形失真较小' 可见!追踪电
力系统平衡解流形时!在弯曲程度高的区域!使
用改进延拓法的效果比使用 :3*).4*的效果
要好'

图 " 平衡解流形的根轨迹
W,R8" =..*'.)1K.S&Q:

图 < 图 L区域 %的局部放大图
W,R8< -3+*,3'326',S,)3*,.4 .S+(R,.4 % ,4 S,R8L

E8E;对比分析改进延拓法与传统延拓法的相应结果
图 %$给出了改进延拓法与传统延拓法追踪到

的平衡解流形!该图是在改进延拓法最大步长为传
统延拓法最大步长的 %$倍的情况下绘制的'
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图 %$ 图 L区域 #的局部放大图
W,R8%$ -3+*,3'326',S,)3*,.4 .S+(R,.4 # ,4 S,R8L

从图 %$可看出!改进延拓法与传统延拓法追踪
到的平衡解流形是重合的' 从宏观上讲!使用改进
延拓法追踪电力系统的平衡解流形的效果与使用传

统延拓法的效果相当'

表 ! 改进延拓法与传统延拓法搜索到的分岔点
C3N'(! Z,S1+)3*,.4 6.,4*KK(3+)P(M NO,26+.T(M ).4*,413*,.4 2(*P.M 34M *+3M,*,.43').4*,413*,.4 2(*P.M

传统延拓法搜索到的分岔点 改进延拓法搜索到的分岔点

类型 ("2!*!"!?!A%) 对应的特征值 类型 ("2!*!"!?!A%) 对应的特征值

QZ%
(#8$A% "<#!$!$8%E# <"%!
$8%%E <#$!$8<%$ A$%)

LD8#L< DED!@D8L$# DEA!
$8$$$ %AA!@$8%L% A#<

QZ%
(#8$L$ A!!!$!$8%E% LL<!
$8%%D L"L!$8<$< A%A)

LD8!$% %EL!@D8D<L !<<!
$8$$$ $$$!@$8%L% #"#

QZ#
(!8%#% %#!!$!$8$"D #L$!
$8E"E !%E!!8<#! DL%)

@A<8ADA #AA!!8%## !%D!
@#8<"# "A$!$8$$% $$D

QZ#
(!8%#% !""!$!$8$"D %EE!
$8E"D AAE!!8<#! LA#)

@A<8ADA $D"!!8%## AEL!
@#8<"# "#%!$8$$$ $$$

QZ!
($8!A" $%#!$!$8%!" %L$!
$8<## <E%!%%8A%% !$E)

@"<8%#< %!#!$8$$$ %$#!
@$8AED $%#nJ#8L!# D<%!
@$8AED $%#@J#8L!# D<%

QZ!
($8!AL E!"!$!$8%!L <DE!
$8<#A <D"!%%8A%% A%A)

@"<8%#L DA<!$8$$$ $$$!
@$8AEE <L%nJ#8L!# L$A!
@$8AEE <L%@J#8L!# L$A

XZ%
($8!A" $%"!$!$8%!" %L!!
$8<## <#$!%%8A%% !%L)

@<#8D!L %!A!@#8DA$ $E%!
@$8$$$ $L$nJ#8"<A !%#!
@$8$$$ $L$@J#8"<A !%#

XZ%
($8!A! AE$!$!$8%!D %L%!
$8<A# ED$!%%8A$D L%#)

@<#8D!% #D<!@#8DA$ ED"!
$8$$$ $$%nJ#8"<A A"A!
$8$$$ $$%@J#8"<A A"A

XZ#
($8!%$ ED"!$!$8%#$ #"D!
%8$<L !<<!%$8<E" <L")

@%#"8D<# "%L!@%E8!<# #<"!
@$8$$$ $"<nJ!8LA" AD!!
@$8$$$ $"<@J!8LA" AD!

XZ#
($8!%$ $L"!$!$8%#$ $!$!
%8$<< ""%!%$8<AD %DL)

@%#"8DAE "AE!@%E8!"$ ##"!
$8$$$ $$%nJ!8LA" $!"!
$8$$$ $$%@J!8LA" $!"

传统延拓法使用抛物插值法来搜索分岔点' #
种方法都搜索到 E 个分岔点!且都已经标于图 %$
中' 分岔点的相关数据在表 !中给出'

为了更好地说明问题!将图 %$ 中弯曲程度高的
区域 %#区域 # 进行局部放大!得到图 %%' 将图 %$
区域 #的平衡解流形追踪过程(包括预测点和平衡
点)显示在图 %#中'

从图 %% 可以看出!在弯曲程度高的区域!传统
延拓法追踪到的平衡解流形失真比较严重!而改进
延拓法追踪到的平衡解流形失真较小' 从图 %%(N)
还可以看出!传统延拓法一步就跨越了 QZ!#XZ% 这

#个分岔点+改进延拓法并没有出现这种一步跨越
这 #个分岔点的现象!这与第 A8#节的分析一致'

从图 %#可看出!在平衡解流形弯曲程度越高的
区域!传统延拓法的预测点离平衡点越远!而改进延
拓法的预测点离平衡点越近' 这是因为传统延拓
法!在平衡解流形弯曲程度剧烈改变的情况下!步长
改变的速度常常跟不上平衡解流形的弯曲速度' 这
样步长就会与平衡解流形的弯曲程度不同步!导致预
测点偏离平衡点较远+改进延拓法根据平衡解流形的
曲率半径来修改步长!无论弯曲程度改变多快!步长

图 %% 改进延拓法与传统延拓法追踪到的平衡解流形
W,R8%% &Q:K*+3)U(M NO,26+.T(M ).4*,413*,.4
2(*P.M 34M *+3M,*,.43').4*,413*,.4 2(*P.M

图 %# 图 %%区域 %的局部放大图
W,R8%# -3+*,3'326',S,)3*,.4 .S+(R,.4 % ,4 S,R8%%

的改变总保持与平衡解流形的弯曲速度同步' 这与
第 !8#节"在弯曲程度越高的区域!预测点偏离平衡位
置的距离反而越小!曲线越光滑$的结论一致'

需要说明的是!没有对 QZ% 附近区域进行放大

说明!这主要是因为 QZ% 离起始点很近!传统延拓法
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的步长还未增大到来不及减小的地步!此处失真较
小' 如果起始点远离 QZ%!那么在此区域失真的情
况要比 QZ##QZ! 附近严重得多'

传统延拓法之所以会在弯曲程度高的区域失真

比较严重!主要是因为其步长减小的速度跟不上平
衡解流形弯曲的速度' 经历了起始点到 QZ! 之间

(或者 QZ% 到 QZ# 之间)比较宽的平坦区域后!步长
已经增加得很大了' 在 QZ!(或者 QZ#)附近弯曲程
度较高!步长减小的速度跟不上曲线弯曲的速度!因
而步长来不及减小到与弯曲程度相匹配的程度!导
致失真比较严重' 若要让平衡解流形在弯曲程度高
的区域失真较小!就要极大地缩小最大步长的值!如
此就会大幅减小在平坦区域的追踪速度+若要保持
在平坦区域较快的追踪速度!就要极大地增大最大
步长的值!如此就会在弯曲程度高的区域失真较严
重' 对于传统延拓法而言!无法同时兼顾平坦区域
的追踪速度和弯曲程度高区域的失真程度'

改进延拓法是根据平衡解流形的曲率半径来修

改步长的!步长减小或增加的速度总是与平衡解流形
弯曲的速度同步' 无论平衡解流形弯曲的速度有多
快!步长总是来得及增大或者减小到合适的值!因此
使用改进延拓法追踪平衡解流形时!不仅在弯曲程度
高的区域失真较小!且在平坦的区域又有足够快的追
踪速度' 换言之!改进延拓法同时兼顾了平坦区域的
追踪速度和弯曲程度高的区域的失真程度'

从表 !中的特征值可以看出!改进延拓法搜索到
的分岔点的精度比传统延拓法搜索到的分岔点的精

度高得多(如 QZ! 的特征值!改进延拓法为 $8$$$ $$$!
而传统延拓法为 $8$$$ %$#)' 传统延拓法使用抛物插
值法搜索分岔点!当插入的点数较多时!单单是筛选
较好的点作为分岔点这件事本身就是一项相当繁琐

的工作' 仅仅从这个层面上讲!改进延拓法所使用的
两分搜索法就要比传统延拓法所使用的抛物插值法

简洁得多' 本文在处理器为H4*('(=) >.+((C:) ,!m
A%D$ >-Bi!8D$ \XY!8D$ \XY!安装内存为 A8$$ \Z
的微机上!搜索到 E 个分岔点所花费的时间分别如
下*$8$DE E%# K#$8$EL #%" K#$8$#< <#% K#$8$%% %AL K#
$8$%L !%% K'

D;结论

本文将同伦法应用于解决追踪电力系统平衡解

流形起始点的获取问题!能从一个任意点比较容易
地获取平衡解流形上的一个起始点' 且从不同的起
始点出发!能追踪到多条电力系统纯数学理论意义
下的平衡解流形' 运用微分几何相关知识推导出了
高维空间曲线曲率半径的计算公式!并使用曲率半
径与两分搜索法结合起来对延拓法进行改进' 改进
后的延拓法使得平衡解流形不仅在弯曲程度高的区

域失真较小!且在平坦区域的追踪速度较高!还能够
解决抛物插值法在搜索分岔点时所面临的计算量

大#精度不高#对分岔点筛选困难的问题' 最后以典

型的三节点电力系统为例进行数值仿真实验!将结
果与 :3*).4*以及传统延拓法所得到的相应结果进
行对比!验证了本文所提方法的正确性与有效性'
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