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摘要：针对单一平衡节点承担全网不平衡功率容易导致超出其调节范围的问题，考虑多台自动发电控制

（ＡＧＣ）机组参与调频，并将调频比例作为决策变量，建立调频比例决策模型。 考虑到风电短期出力分布的矩

具有不确定性的特点，将该模型变换为矩不确定分布鲁棒优化模型，并采用对偶原理将其转化为一个确定半

定规划模型。 对偶转换后模型中的半定约束矩阵的元素含有调频比例的二次方，常规半定规划算法无法对

其进行求解。 因此引入 Ｂｅｎｄｅｒｓ 方法对原问题进行分解，引入矩阵最小特征值方程对原半定约束进行松弛。
仿真结果表明，基于改进广义 Ｂｅｎｄｅｒｓ 分解方法的半定规划模型具有良好的收敛性；发电调频总成本随着不

确定集半径参数的增大而增大；与给定参与比例相比，将调频比例作为决策变量可获得更好的经济性和安

全性。
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０　 引言

风电出力的随机性会影响调度计划的有功平
衡，产生与调度计划有偏差的偏差功率［１］。 常用的
潮流约束解析表达是建立在平衡节点承担全网偏差
功率的基础之上［２］，由单一平衡机组承担全网的不
平衡功率。 当不平衡功率较大时，就会超出平衡节
点的调节范围［３］，导致模型与实际情况不符。 因此，
应考虑多台机组参与调频。 考虑到偏差功率通常是
由自动发电控制（ＡＧＣ）机组承担，故参照 ＡＧＣ 机组
的调频比例分配原理，选取恰当的比例，将不平衡功
率合理地分配给各台机组，建立相应的不确定潮流
约束方程。 目前，常用的调频比例确定原则有 ２ 种。
一种是直接选用 ＡＧＣ 参与因子作为调频比例［４］，由
等耗量微增率推导得到。 这种确定原则采用了局部
线性化，当功率偏差较小时，可以得到一个较优的调
频比例参数，但是不能保证其在整个可调频区间范
围内最优。 另一种则是按爬坡率确定调频比例，其
在优化调度中被使用广泛［１，５］。 但以爬坡率为原则
确定调频比例的方法有可能会造成机组容量小而爬
坡率较大的机组拥有较大的调频比例，导致调整范
围太小，从而影响调频的经济性。 因此，应将机组的
调频比例作为决策变量，从而可建立一个调频比例
决策的系统调度随机优化模型。

随机优化方法包括随机规划和鲁棒优化方法。
常用的随机规划方法有机会约束和条件风险方法。
这 ２ 种方法均是假设风电出力或风电出力预测误差

服从某一特定类型的分布，其分布或是刻画风速长
期分布特性的 Ｗｅｉｂｕｌｌ 分布［６］，或是刻画风功率预测
误差的正态分布 ／ β 分布［７］，基于此建立满足一定概
率水平约束的随机规划模型。 这种基于概率分布建
立的随机规划模型或是函数非凸［８］，需采用智能算
法进行求解［９］；或是需采用蒙特卡洛抽样进行线性
近似［１０］，产生大量的离散样本点，求解计算的难度
大，且需得知随机变量的完整分布统计特性。 在实
际过程中，考虑到风电长期统计所得概率分布与风
电短期分布相似却有不同，其矩是变化的。 上述方
法均不能有效地处理随机变量的矩变化问题。

鲁棒优化以集合的形式刻画随机变量的不确定
性，无需获知其先验概率分布，因而常被用于描述电
力系统中风电出力的随机性。 考虑到风电出力短期
分布长期拟合的概率统计信息不同，为非平稳序
列［１１］，其矩参数是变化的，因此矩不确定分布鲁棒
优化 ＤＲＯ⁃ＭＵ（Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎａｌ Ｒｏｂｕｓｔ Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｕｎｄｅｒ
Ｍｏｍｅｎｔ Ｕｎｃｅｒｔａｉｎｔｙ）方法［１２］因其考虑随机变量长期
拟合的概率统计信息与短期分布相似但不同的特
性，更加适用于问题的求解。 该方法假设期望、协方
差属于一个不确定集，通过鲁棒优化的思想构建
ｍｉｎ－ｍａｘ 模型，并采用对偶原理将其转换为可求解
的半定规划模型。 将其应用于含风电电力系统调
度［１３］为解决电力系统随机优化问题提供了良好的
方法。

但在为大型风电场提供旋转备用的优化求解
中，当将多机组调频比例决策的优化模型转化为半
定规划模型时，与文献［１３］模型相比，其半定约束
矩阵的元素存在决策变量的非线性表达。 而目前求
解半定规划广泛采用的原始对偶内点算法不能够有
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效地求解该问题。 因此，本文采用广义 Ｂｅｎｄｅｒｓ 分
解［１４⁃１５］将该问题分解为 ＡＧＣ 调频比例决策主问题、
经济调度子问题和半定约束子问题。 在半定约束子
问题中引入矩阵最小特征值方程对此半定约束进行
松弛，以便于求解计算。

１　 考虑机组调频任务分配的随机规划模型

１．１　 目标函数

当有多台 ＡＧＣ 机组参与调频时，机组除了计划
出力之外，还应该留有平抑风电出力波动的调频裕
量，故成本函数为：
　 　 　 ｆ０ ＝（Ｐｇ－λｅＴ ξｗ） ＴＡ（Ｐｇ－λｅＴ ξｗ）＋

ＢＴ（Ｐｇ－λｅＴ ξｗ）＋ｅＴＣ＋ＣＴ
ｗ（Ｐｗ＋ ξｗ） （１）

其中，Ｐｇ 为常规机组的计划出力向量；Ａ、Ｂ、Ｃ 为常
规机组的发电成本系数矩阵；Ｐｗ 为风电出力预测向
量；ξｗ 为风电预测误差向量；Ｃｗ 为风电成本系数矩
阵；λ为常规机组功率调整比例，ｅ 为所有元素均为
１ 的列向量，满足 ｅＴλ＝ １。

令 Ｘ０ ＝ ｅλＴＡλｅＴ，Ｙ０ ＝ （－２ＰＴ
ｇＡλｅＴ－ＢＴλｅＴ＋ＣＴ

ｗ）Ｔ，
Ｚ０ ＝ＰＴ

ｇＡＰｇ＋ＢＴＰｇ ＋ｅＴＣ＋ＣＴ
ｗＰｗ，则式（１）可以简化表

达为：
ｆ０ ＝ξＴＸ０ξ＋ＹＴ

０ξ＋Ｚ０ （２）
式（２）含有随机变量，故需要将其转化成随机

规划模型的目标函数，通常直接取其期望，即：
ｆ＝Ｅ（ ｆ０（ｘ，ξ））＝ Ｅ（ ｆ０） （３）

其中，ｘ 为决策变量，即式（１）中的 Ｐｇ 和 λ；ξ 为随机
变量。 在后文中式（３）均简化表达为 ｆ＝Ｅ（ ｆ０）。
１．２　 不等式约束的条件期望约束

１．２．１　 不等式约束的条件期望约束刻画

在电力经济调度中常用电气元件的运行状态及
其上极限值与下极限值间的最小差值表示元件的安
全裕度，即：

Δ＝ｍｉｎ｛ｙ－ｙｍｉｎ，ｙｍａｘ－ｙ｝ （４）
对于确定性模型 ｙ＝ ｙ（ｘ），可以直接采用式（４）

将其转化为相应的不等式约束，即：
Δ≥０ （５）

对于不确定性模型 ｙ ＝ ｈ（ｘ，ξ），因其含有不确
定变量，不能直接采用安全裕度构建不等式约束，需
采用随机规划类方法将式（４）构建为一个不等式。

鉴于 ＤＲＯ⁃ＭＵ 方法只能处理期望形式的函数，
直接采用期望处理式（４）会造成不等式成立的概率
水平约束、不等式越界的分位点及越界后的均值均
不明确，不能有效地反映含随机变量的不等式约束
成立的条件。 而采用条件期望预处理不等式函数，
能有效地刻画不等式小于分位点的概率约束及越界
后的超额平均值，即条件期望。 式（４）的条件期望

可表示为：
ｙα ＝Ｅ（ｙ ｙ≤ｙα） （６）

其中，ｙα 为分位数；α 为置信水平，其具体表达条件
期望不等式成立的概率水平。 式（６）是指函数 ｙ 在
以不小于概率水平 α 下其值不大于 ｙα 的期望值，即
条件期望。

式（６）难以解析，故引入一个等价凸函数［１６⁃１７］，
如式（７）所示。

　 　 　 Ｑα ＝ ｚ＋
１

１－α
Ｅ（［ｈ（ｘ，ξ）－ｚ，０］ －）＝

Ｅ １
１－α

ｈ（ｘ，ξ）－ αｚ
１－α

，ｚé

ë
êê

ù

û
úú

－
æ

è
ç

ö

ø
÷ （７）

其中，［ａ，ｂ］ － 表示 ｍｉｎ｛ａ，ｂ｝；ｚ 为引入的辅助变量。
故条件期望函数下的不等式约束条件为：

Ｑα≥Ｒ （８）
其中，Ｒ 为条件期望约束参数。
１．２．２　 系统旋转备用条件期望约束

当有多台机组参与调频时，每台机组都需要预
留一定的备用裕度。 其中，第 ｊ 台机组的上旋转备
用裕度为：

ＳＵＰｊ ＝
Ｐｍａｘ

ｊ －（Ｐ ｊ－λ ｊｅＴ ξｗ）
Ｐｍａｘ

ｊ －Ｐｍｉｎ
ｊ

（９）

第 ｊ 台机组的下旋转备用裕度为：

ＳＬＰｊ ＝
（Ｐ ｊ－λ ｊｅＴ ξｗ）－Ｐｍｉｎ

ｊ

Ｐｍａｘ
ｊ －Ｐｍｉｎ

ｊ

（１０）

其中，Ｐ ｊ 为第 ｊ 台机组出力；λ ｊ 为第 ｊ 台机组的功率

调整比例；Ｐｍａｘ
ｊ 为第 ｊ 台机组的最大出力；Ｐｍｉｎ

ｊ 为第 ｊ
台机组的最小出力。

系统的旋转备用裕度可以用系统中所参与调频
的机组的最小旋转备用安全域度表示，即系统的旋
转备用裕度为：

ｈ（Ｐｇ，ξｗ）＝ ｍｉｎ
ｊ＝１，２，…，ｎ

｛ＳＵＰｊ，ＳＬＰｊ｝ （１１）

其中，ｎ 为发电机组数量。
上式包含风电出力随机变量，需要将系统的旋

转备用裕度转化为系统备用条件期望约束，如式
（１２）所示。

Ｅ ｍｉｎ ｚ１，
１

１－α１
ｈ（Ｐｇ，ξｗ）－

α１ｚ１
１－α１

{ }æ

è
ç

ö

ø
÷ ≥Ｒ１ （１２）

其中，ｚ１ 为引入的辅助变量；α１ 为给定的置信水平；
Ｒ１ 为条件期望设定值。
１．２．３　 系统线路条件期望约束

系统的线路安全裕度可表示为［１３］：
Ｈ（λ，Ｐｇ，Ｐｗ）＝

　 ｍｉｎ
ｌ＝１，２，…，Ｌ

Ｐｍａｘ
ｌ － Ｈｌ（Ｐｇ－λｅＴ ξｗ＋Ｐｗ＋ξｗ－Ｐｄ）

Ｐｍａｘ
ｌ

（１３）
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其中，Ｈｌ 为第 ｌ 条线路节点灵敏度系数行向量，由直

流潮流求得；Ｐｄ 为节点负荷；Ｐｍａｘ
ｌ 为第 ｌ 条线路的最

大传输功率；Ｌ 为系统支路数。
同理将系统的线路安全裕度转换为系统线路条

件期望约束，如式（１４）所示。

　 Ｅ ｍｉｎ ｚ２，
１

１－α２
Ｈ（λ，Ｐｇ，Ｐｗ）－

α２ｚ２
１－α２

{ }æ

è
ç

ö

ø
÷ ≥Ｒ２ （１４）

其中，ｚ２、α２、Ｒ２ 分别对应式（１２）中的 ｚ１、α１、Ｒ１ 。

１．２．４　 功率平衡约束

ｅＴＰｇ＋ｅＴ Ｐｗ ＝ ｅＴＰｄ （１５）
１．２．５　 机组出力约束

Ｐｍｉｎ
ｇ ≤Ｐｇ≤Ｐｍａｘ

ｇ （１６）

２　 ＤＲＯ⁃ＭＵ 模型及其对偶转化

２．１　 ＤＲＯ⁃ＭＵ 方法

２．１．１　 矩的不确定集

本文采用期望及协方差矩阵作为不确定参数，
如式（１７）所示。 其中，期望属于椭球不确定集，协
方差矩阵属于矩阵不等式限定的半定锥不确定集。

　 　 Ｄ＝
Ｐ（ξ∈Ｓ）＝ １

（Ｅ（ξ）－μ０） Ｔ Σ －１
０ （Ｅ（ξ）－μ０）≤γ１

Ｅ（（ξ－μ０）（ξ－μ０） Ｔ）≼γ２ Σ ０

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

（１７）

其中， μ０ 为随机变量的预估期望；Σ ０ 为随机变量的
协方差矩阵；γ１≥０，为期望的椭球不确定集半径参
数；γ２≥１，为协方差矩阵的半定锥不确定集范围参
数；随机变量 ξ 的所有样本所在空间集合用 Ｓ 表示，
且 Ｓ⊂Ｒｎ，故 Ｐ（ξ∈Ｓ）＝ １ 的具体含义为 ξ∈Ｓ 这个
事件发生的概率为 １；≼为半定矩阵符号。
２．１．２　 ＤＲＯ⁃ＭＵ 模型及对偶转换

ＤＲＯ⁃ＭＵ 方法是一种随机规划与鲁棒优化相结
合的方法。 其假设随机变量的矩具有不确定性，并
通过鲁棒优化的思想将随机规划模型转化为 １ 个特
定不确定集下的 ｍｉｎ－ｍａｘ 模型，如式（１８）所示，具
体表达的是在不确定集内最坏情况下的最优决策。

ｍｉｎ
ｘ

ｍａｘ
Ｆ∈Ｄ

Ｅ（ ｆ（ｘ，ξ）） （１８）

其中，Ｆ 为随机变量的分布，即随机变量的矩（期望、
协方差），属于不确定集合 Ｄ。

上述模型不是直接的解析表达式，不能直接求
解。 故本文通过对偶原理将上述模型的内层优化转
化为 ｍｉｎ 模型，即：

ｍｉｎ
ｒ，ｔ，Ｑ，ｑ

ｒ＋ｔ （１９）

ｒ≥ｆ（ｘ，ξ）－ξＴＱξ－ ξＴｑ　 ∀ξ∈Ｓ （２０）
　 　 　 　 ｔ ≥（γ２ Σ ０＋μ０ μＴ

０）·Ｑ＋μＴ
０ｑ＋

　 γ１ ‖Σ １ ／ ２
０ （ｑ＋２Ｑ μ０）‖ （２１）

Ｑ≽０ （２２）
其中，·表示 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ 积；Ｑ、ｑ、ｒ、ｔ 为对偶变量；≽表
示矩阵半定。 进行对偶后的内层问题与外层优化问
题可直接构成 １ 个解析表达的 ｍｉｎ 问题。
２．２　 目标函数鲁棒模型及其对偶转化

上述模型是已知随机变量确定分布下的随机规
划模型。 但风电的具体分布往往难以确定，仍具有
一定的不确定性。 故本文采用矩不确定鲁棒优化方
法建立相应的考虑分布不确定的优化调度模型。 矩
不确定鲁棒优化方法的目标函数模型为：

ｆ＝ｍｉｎ
Ｐｇ，λ

ｍａｘ
Ｆ∈Ｄ

Ｅ（ ｆ０） （２３）

对式 （ ２３） 采用拉格朗日对偶优化，可以转
化为：

ｍｉｎ
Ｑ０，ｑ０，ｔ０，ｒ０，Ｐｇ，λ

ｔ０＋ｒ０ （２４）

ｒ０≥ｆ０－ξＴ
ｗＱ０ ξｗ－ξＴ

ｗｑ０ 　 ∀ξｗ∈Ｓ （２５）

　 　 　 　 ｔ０≥（γ２ Σ ０＋ξＴ
ｗ ξｗ）·Ｑ０＋ξＴ

ｗｑ０＋
　 γ１ ‖Σ １ ／ ２

０ （ｑ０＋２Ｑ０ ξｗ）‖ （２６）
Ｑ０≽０ （２７）

其中，ξｗ 为风电预测误差的平均值。
式（２５）可以转化为如下半定矩阵：

Ｑ０－Ｘ０ ０．５（ｑ０－Ｙ０）
０．５（ｑ０－Ｙ０） Ｔ ｒ０－Ｚ０

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
≽０ （２８）

２．３　 最小条件期望约束模型及其对偶

２．３．１　 最小条件期望约束及其对偶模型

在不确定分布条件下，因 １．２ 节中的不等式约
束统一采用“≥”的形式，故本文采用最小条件期望
约束对其进行刻画，即当随机变量在给定集合中变
化时，条件期望的最小值都可满足约束。 式（８）是
在确定分布条件下随机模型的条件期望不等式约
束，将其化为 ＤＲＯ⁃ＭＵ 模型下的条件期望约束不等
式形式，如式（２９）所示。

ｍｉｎ
Ｆ∈Ｄ

Ｑα（ｘ，ｚ）≥Ｒ （２９）

同样对式（２９） 采用对偶优化原理进行松弛，
可得［１２］：

ｔ＋ｒ≤－Ｒ （３０）

　 　 　 　 ｒ≥ｍａｘ － １
１－α

ｈ（ｘ，ξ）＋ αｚ
１－α

，－ｚ{ } －

ξＴＱξ－ξＴｑ　 ∀ξ∈Ｓ （３１）
　 　 　 　 　 ｔ ≥（γ２ Σ ０＋ξＴξ）·Ｑ＋ ξＴｑ＋

　 γ１ ‖Σ １ ／ ２
０ （ｑ＋２Ｑξ）‖ （３２）
Ｑ≽０ （３３）

２．３．２　 旋转备用最小条件期望及其对偶模型

系统的旋转备用最小条件期望约束为：
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　 ｍｉｎ
Ｆ∈Ｄ

Ｅ ｍｉｎ ｚ１，
１

１－α１
ｈ（Ｐｇ，ξｗ）－

α１ｚ１
１－α１

{ }æ

è
ç

ö

ø
÷ ≥Ｒ１ （３４）

将式（３４）代入式（２９）—（３３）可得：
ｔ１＋ｒ１≤－Ｒ１ （３５）

　 　 ｒ１≥ｍａｘ － １
１－α１

ｈ（Ｐｇ，ξｗ）＋
α１ｚ１
１－α１

，－ｚ１{ } －

　 ξＴ
ｗＱ１ ξｗ－ ξＴ

ｗｑ１ 　 ∀ξｗ∈Ｓ （３６）

　 　 　 ｔ１≥（γ２ Σ ０＋ ξＴ
ｗ ξｗ）·Ｑ１＋ ξＴ

ｗｑ１＋

　 γ１ ‖Σ １ ／ ２
０ （ｑ１＋２Ｑ１ ξｗ）‖ （３７）

Ｑ１≽０ （３８）
式（３６）可以转化为：

ｒ１≥－ｚ１－ξＴ
ｗＱ１ ξｗ－ξＴ

ｗｑ１ 　 ∀ξｗ∈Ｓ （３９）

　 　 　 　 ｒ１≥－ １
１－α１

ｈ（Ｐｇ，Ｐｗ）＋
α１ｚ１
１－α１

－

ξＴ
ｗＱ１ ξｗ－ξＴ

ｗｑ１ 　 ∀ξｗ∈Ｓ （４０）
则式（３９）可以等价为如下半定矩阵约束：

Ｑ１ ０．５ｑ１

０．５ｑＴ
１ ｒ１＋ｚ１

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
≽０ （４１）

令：

Ｙ１ｊ ＝ －
λ ｊｅ

（１－α１）（Ｐｍａｘ
ｊ －Ｐｍｉｎ

ｊ ）

Ｚ１ｊ ＝
Ｐ ｊ－Ｐｍａｘ

ｊ

（１－α１）（Ｐｍａｘ
ｊ －Ｐｍｉｎ

ｊ ）
＋
α１ｚ１
１－α１

Ｙ２ｊ ＝
λ ｊｅ

（１－α１）（Ｐｍａｘ
ｊ －Ｐｍｉｎ

ｊ ）

Ｚ２ ｊ ＝
Ｐｍｉｎ

ｊ －Ｐ ｊ

（１－α１）（Ｐｍａｘ
ｊ －Ｐｍｉｎ

ｊ ）
＋
α１ｚ１
１－α１

则可将式（４０）转化为以下半定矩阵：

　
Ｑ１ ０．５（ｑ１－Ｙ ｉｊ）

０．５（ｑ１－Ｙ ｉｊ） Ｔ ｒ１－Ｚ ｉｊ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
≽０　 ｉ＝ １，２ （４２）

２．３．３　 系统线路安全最小条件期望约束及对偶模型

约束条件中仅有线路潮流约束含有随机变量，
故只需对线路潮流约束采用 ＤＲＯ⁃ＭＵ 模型建模，其
他约束条件不变。 线路潮流约束的 ＤＲＯ⁃ＭＵ 模
型为：

　 ｍｉｎ
Ｆ∈Ｄ

Ｅ ｍｉｎ ｚ２，
１

１－α２
Ｈ（Ｐｇ，ξｗ）－

α２ｚ２
１－α２

{ }æ

è
ç

ö

ø
÷ ≥Ｒ２ （４３）

同样对式（４３）采用拉格朗日优化对偶原理，化
简过程与 ２．３．２ 节相同。 令：

Ｍ１ｌ ＝
ＨＴ

ｌ －Ｈｌλｅ
（１－α２）Ｐｍａｘ

ｌ

Ｎ１ｌ ＝
１

１－α２

Ｈｌ（Ｐｇ＋Ｐｗ－Ｐｄ）
Ｐｍａｘ

ｌ

＋α２ｚ２－１
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

Ｍ２ｌ ＝
Ｈｌλｅ－ＨＴ

ｌ

（１－α２）Ｐｍａｘ
ｌ

Ｎ２ｌ ＝
１

１－α２

Ｈｌ（Ｐｄ－Ｐｇ－Ｐｗ）
Ｐｍａｘ

ｌ

＋α２ｚ２－１
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

则可以将式（４３）转化为如下方程：
ｔ２＋ｒ２≤－Ｒ２ （４４）

　 　 　 　 　 ｔ２≥（γ２ Σ ０＋ξＴ
ｗ ξｗ）·Ｑ２＋ ξＴ

ｗｑ２＋
　 γ１ ‖Σ １ ／ ２

０ （ｑ２＋２Ｑ２ ξｗ）‖ （４５）
Ｑ２≽０ （４６）

Ｑ２ ０．５ｑ２

０．５ｑＴ
２ ｒ２＋ｚ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
≽０ （４７）

Ｑ２ ０．５（ｑ２－Ｍｋｌ）
０．５（ｑ２－Ｍｋｌ） Ｔ ｒ２－Ｎｋｌ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
≽０　 ｋ＝ １，２

（４８）
故问题的总模型包括式 （２４）、 （ ２６）—（２８）、

（３５）、（３７）、（３８）、（４１）、（４２）、（４４）、（４６）—（４８）。
其中，发电机出力 Ｐｇ、调频比例 λ 为决策变量，ｒ０、
ｒ１、ｒ２、ｔ０、ｔ１、ｔ２、Ｑ１、Ｑ２、ｑ１、ｑ２、ｚ１、ｚ２ 为对偶过程中的
对偶变量。

３　 改进 ＤＲＯ⁃ＭＵ 求解算法

３．１　 广义 Ｂｅｎｄｅｒｓ 算法

３．１．１　 复杂半定规划原问题

广义 Ｂｅｎｄｅｒｓ 算法［１８］是求解具有可分解特点的
非线性规划的一种方法。 算法的核心思想是根据变
量的特点通过主、子问题将模型中的连续变量及整
型变量相分离，构建一系列具有单一特点且方便求
解的主、子问题进行交替迭代求解，一般用于非线性
整数混合规划的求解，在电力系统中广泛应用于机
组组合问题的求解。

针对本文所建模型的半定约束中矩阵元素含高
次方的问题，结合广义 Ｂｅｎｄｅｒｓ 算法的可分解特点，
采用矩阵最小特征值优化方程改进广义 Ｂｅｎｄｅｒｓ 算
法的松弛子问题，将广义 Ｂｅｎｄｅｒｓ 算法用于解决含半
定约束的数学规划问题。

ｍｉｎ
ｘ∈Φｘ，ｙ∈Φｙ

ｆ（ｘ，ｙ） （４９）

Ｇ（ｘ，ｙ）≽０ （５０）
其中，ｘ 为决策变量，如模型中传统发电机组的出力
Ｐｇ；ｙ 为半定规划模型中的复杂变量，如调频比例 λ；
Φｘ、Φｙ 分别为 ｘ、 ｙ 的约束集合。

在给定变量 ｙ 初值的条件下，Ｇ（ｘ，ｙ）中的元素
是关于决策变量 ｘ 的线性函数，并能够转化为一个
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常规线性半定矩阵约束模型。 此时的模型是一个具
有变量可分解特点的半定规划模型，可以采用改进
Ｂｅｎｄｅｒｓ 算法进行求解。
３．１．２　 半定规划子问题

广义 Ｂｅｎｄｅｒｓ 算法子问题的构建是在给定复杂
变量 ｙ 初值的条件下关于 ｘ 的优化决策。 参照此思
想，构建如下子问题：

ｍｉｎ
ｘ∈Φｘ

ｆ（ｘ，ｙ′） （５１）

Ｇ（ｘ，ｙ′）≽０ （５２）
３．１．３　 最小特征方程松弛子问题

在给定 ｙ 初值的条件下，上述子问题可能约束
过于严格而无解。 而实际问题中 ｙ 在一定范围内是
可变的，故式（５２）有一定的松弛裕度。 半定约束往
往与最大或最小特征值有关，故本文引入半定约束
最大或最小特征值优化方程［１９］ 作为松弛子问题，改
进广义 Ｂｅｎｄｅｒｓ 算法，如下所示：

ｍｉｎ
ｘ∈Φｘ

ｕ （５３）

Ｇ（ｘ，ｙ′）＋ｕＩ≽０ （５４）
其中，Ｉ 为单位矩阵；ｕ 为松弛变量。
３．１．４　 主问题

通过求解子问题返回 Ｂｅｎｄｅｒｓ 割，建立如下松弛
主问题模型：

ｍｉｎ
ｙ∈Φｙ

η （５５）

η≥ｆ（ｘ，ｙ）－ ｖ·Ｇ（ｘ，ｙ） （５６）
０≥－ ｖ·Ｇ（ｘ，ｙ） （５７）

其中，η 为主问题的松弛变量； ｖ 为拉格朗日乘
子［１４］。 式（５６）、（５７）为主子问题的牵连约束。
３．２　 半定规划原问题的广义 Ｂｅｎｄｅｒｓ 算法
３．２．１　 经济调度子问题

总模型在给定 λ初值的条件下是一个经济调度
问题，且是一个可有效求解的半定规划问题。 故经
济调度子问题模型为总模型在给定 λ初值条件下的
经济调度子问题。 其中式（２８）、（４２）、（４８）为主问
题与子问题之间的牵连约束。
３．２．２　 半定约束最小特征值松弛子问题

在上述子问题的迭代过程中，将主问题迭代求
解的 λ代入经济调度子问题中可能因为约束过于严
格而造成无解。 故需要构建如下松弛子问题：

ｍｉｎ ｕ （５８）
Ｑ０－Ｘ０ ０．５（ｑ０－Ｙ０）

０．５（ｑ０－Ｙ０） Ｔ ｒ０－Ｚ０

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋ｕＩ≽０ （５９）

Ｑ１ ０．５（ｑ１－Ｙ ｉｊ）
０．５（ｑ１－Ｙ ｉｊ） Ｔ ｒ１－Ｚ ｉｊ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋ｕＩ≽０ （６０）

Ｑ２ ０．５（ｑ２－Ｍｋｌ）
０．５（ｑ２－Ｍｋｌ） Ｔ ｒ２－Ｎｋｌ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋ｕＩ≽０ （６１）

３．２．３　 不平衡量分配主问题

ｍｉｎ η （６２）
η≥ ｔ ｐ０ ＋ ｒ ｐ

０ －

　 ｖ ｐ
０·

Ｑｐ
０ －Ｘｐ

０ ０．５（ｑｐ
０ －Ｙｐ

０）
０．５（ｑｐ

０ －Ｙｐ
０） Ｔ ｒｐ０ －Ｚｐ

０

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
－

∑
２

ｉ ＝ １
∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｖ ｐ

１ｉｊ·
Ｑｐ

２ ０．５（ｑｐ
２ －Ｙｐ

ｉｊ）
０．５（ｑｐ

２ －Ｙｐ
ｉｊ） Ｔ ｒｐ３ －Ｚｐ

ｉｊ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
－

∑
２

ｋ ＝ １
∑

Ｌ

ｌ ＝ １
ｖ ｐ

２ｋｌ·
Ｑｐ

３ ０．５（ｑｐ
３ －Ｍｐ

ｋｌ）
０．５（ｑｐ

３ －Ｍｐ
ｋｌ） Ｔ ｒｐ３ －Ｎｐ

ｋｌ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

（６３）

０≥－ｖ ｐ
０·

Ｑｐ
０ －Ｘｐ

０ ０．５（ｑｐ
０ －Ｙｐ

０）
０．５（ｑｐ

０ －Ｙｐ
０） Ｔ ｒｐ０ －Ｚｐ

０

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
－

　 ∑
２

ｉ ＝ １
∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｖ ｐ

１ｉｊ·
Ｑｐ

２ ０．５（ｑｐ
２ －Ｙｐ

ｉｊ）
０．５（ｑｐ

２ －Ｙｐ
ｉｊ） Ｔ ｒｐ３ －Ｚｐ

ｉｊ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
－

∑
２

ｋ ＝ １
∑

Ｌ

ｌ ＝ １
ｖ ｐ

２ｋｌ·
Ｑｐ

３ ０．５（ｑｐ
３ －Ｍｐ

ｋｌ）
０．５（ｑｐ

３ －Ｍｐ
ｋｌ） Ｔ ｒｐ３ －Ｎｐ

ｋｌ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

（６４）

图 １ 广义 Ｂｅｎｄｅｒｓ 算法的流程图

Ｆｉｇ．１ Ｆｌｏｗｃｈａｒｔ ｏｆ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ Ｂｅｎｄｅｒｓ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

其中，上标 ｐ 表示之前迭代过程中子问题求解可行
的次数；ｖ ｐ

０、ｖ ｐ
１ｉｊ、ｖ ｐ

２ｋｌ 为 Ｂｅｎｄｅｒｓ 算法子问题中的拉格
朗日乘子。

可以看出，主问题为常规的优化问题，可直接利
用基于 ＭＡＴＬＡＢ 语言的 ＹＡＬＭＩＰ 求解器进行求解。

广义 Ｂｅｎｄｅｒｓ 算法的一般计算流程如图 １ 所示。
图中的初始化包括给定调频比例 λ０、收敛判断标志
ε≤１、最大迭代次数及初始上下界。 收敛要求为：以
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式（２４）所得结果为上界，以不平衡量分配主问题目
标值，即式（６２）为下界，当上、下界之差小于等于收
敛判断标志时，停止计算。

４　 算例分析

４．１　 仿真系统

本文采用 ＩＥＥＥ ３０ 节点 ６ 机组系统进行仿真，
功率基准值为 １００ ＭＶ·Ａ，发电机的成本系数及机组
出力上下限参照文献［２０］。 节点 １ 为平衡节点，在
节点 ２２、２５ 处接入风电场。 其中节点 ２２ 处风机的
预测出力为 ０．１ ｐ．ｕ．，波动方差取为 ０．０２；节点 ２５ 处
风机的预测出力为 ０．１５ ｐ． ｕ．，波动方差取为 ０．０３。
系统总负荷为 ２．８３４ ｐ．ｕ．。 系统各个条件风险约束中
的风险值采用线性加权法求得，本文不做讨论，直接
取 ０。 其他基准设定值为：γ１ ＝ ０．１，γ２ ＝ １．１，α１ ＝ ０．９，
α２ ＝ ０．９，ρ＝ ０。 系统的数值仿真实验均是在基准设
定值上逐个改变相应的参数进行仿真讨论。
４．２　 仿真结果分析

（１）改进广义 Ｂｅｎｄｅｒｓ 算法收敛性测试。
对改进广义 Ｂｅｎｄｅｒｓ 算法进行收敛性测试，检验

表 １ ２ 种方案的经济性仿真结果

Ｔａｂｌｅ １ Ｅｃｏｎｏｍｉｃ ｓｉｍｕｌａｔｉｖｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｗｏ ｓｃｈｅｍｅｓ

方案
出力 调频比例 ／ ％

机组 １ 机组 ２ 机组 ３ 机组 ４ 机组 ５ 机组 ６ 机组 １ 机组 ２ 机组 ３ 机组 ４ 机组 ５ 机组 ６
总成本 ／ 元

１ １．３５７ ０．５０７ ０．２６２ ０．１４７ ０．１３８ ０．１７３ ０．６２５ ０．２７９ ０．０９７ — — — ９８ ０３５．５
２ １．３５３ ０．４６５ ０．３１９ ０．１４４ ０．１３５ ０．１６９ ０．６０６ ０．２４２ ０．１５２ — — — ９８ ６１０．１

表 ２ ２ 种方案的安全性仿真结果

Ｔａｂｌｅ ２ Ｓｅｃｕｒｉｔｙ ｓｉｍｕｌａｔｉｖｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｗｏ ｓｃｈｅｍｅｓ

方案
出力 调频比例 ／ ％

机组 １ 机组 ２ 机组 ３ 机组 ４ 机组 ５ 机组 ６ 机组 １ 机组 ２ 机组 ３ 机组 ４ 机组 ５ 机组 ６
总成本 ／

元
安全性
指标

１ １．２６７ ０．５０６ ０．３２４ ０．１５７ ０．１４６ ０．１８４ ０．６１６ ０．２４７ ０．１３７ — — — ９９ １６８．９ ０．９２５ ５
２ １．２７０ ０．４８５ ０．３２９ ０．１６２ ０．１４９ ０．１８９ ０．６０６ ０．２４２ ０．１５２ — — — ９９ ２８７．８ ０．９１７ ０

算法是否具有收敛性。 其模型测试函数选用本文算
例的实际模型函数；测试参数选用仿真系统的基准
要求，并假设所有常规机组均参与调频任务的分配；
算法的收敛标志为上、下界差值不大于 １，约为总成
本的 １ ／ １０ ０００，达到实际需求）。 算法的收敛性结果
如图 ２ 所示。

图 ２ 算法的收敛性结果

Ｆｉｇ．２ Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｒｅｓｕｌｔ ｏｆ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

由图 ２ 可以看出，上界随着迭代次数的增加而
单调不增，下界随着迭代次数的增加而单调不减，且
上、下界的差值随着迭代次数的增加而逐渐减小。

说明改进广义 Ｂｅｎｄｅｒｓ 算法具有收敛性，可以解决本
文所建模型的半定约束中含有决策变量高次方的问
题，具有一定的实用性。

（２）与给定参与因子方案比较。
ａ． 经济性对比。
同样采用机组 １—３ 作为 ＡＧＣ 调频机组。 其

中，方案 １ 为本文所提方法，方案 ２ 为给定参与因子
按爬坡率分配的方式。 ２ 种方案的仿真结果如表 １
所示（表中机组出力为标幺值，后同）。

由表 １ 可以看出，方案 ２ 的成本比本文所提方
法的成本高，这是因为方案 ２ 未将 ＡＧＣ 机组的参与
因子作为决策变量参与优化，不能得到合理的调频
比例，因而成本较高。

ｂ． 安全性比较。
采用在给定调频机组的条件下比较系统能承受

风电波动的最大概率水平来验证系统的安全性。 参
与因子的变化主要影响机组的旋转备用安全水平，
故仅考虑 ２ 种方案下满足备用风险条件期望约束的
最大概率水平。 仿真结果如表 ２ 所示。

由表 ２ 可以看出，方案 １ 的总成本及安全性都
比方案 ２ 好，这是因为方案 １ 将参与因子作为决策
变量，可以根据系统的运行要求得出安全、经济性更
好的决策方案。

（３）不确定集设定值 γ１、γ２ 对系统成本的影响。
γ１ 为期望波动范围不确定集的大小，γ２ 为协方

差波动范围不确定集的大小。 在基准要求下，假设
机组 １—３ 参与调频，仿真 γ１、γ２ 对系统成本的影
响，结果分别如图 ３、图 ４ 所示。

从图 ３、４ 可以看出，随着不确定集范围参数 γ１、
γ２ 的增大，总成本也在增大。 这是因为 γ１、γ２ 是对
风电出力期望及协方差矩阵不确定范围的评估值，
γ１、γ２ 越大，表明风电出力预测准确性越差，这会导
致系统调度员采用更加保守的运行方式来满足系统
安全可靠运行的要求。 这种保守的运行方式是通过
牺牲一定的总成本最优性来实现的。 仿真结果曲线
的趋势与文献［１３］的结果大致相同，这也验证了本
文所提方法的正确性。
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图 ３ γ１ 与系统总成本的关系

Ｆｉｇ．３ Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂｅｔｗｅｅｎ γ１ ａｎｄ ｔｏｔａｌ ｓｙｓｔｅｍ ｃｏｓｔ

图 ４ γ２ 与系统总成本的关系

Ｆｉｇ．４ Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂｅｔｗｅｅｎ γ２ ａｎｄ ｔｏｔａｌ ｓｙｓｔｅｍ ｃｏｓｔ

５　 结论

在含多台 ＡＧＣ 机组参与调频的过程中，本文将
ＡＧＣ 机组的参与因子纳入决策变量，考虑风电期望
及协方差的矩不确定性并采用矩不确定集合进行刻
画，解决了风电长期统计所得分布特性与短期分布
不一致的问题；建立基于 ＤＲＯ⁃ＭＵ 的 ＡＧＣ 机组参与
因子决策模型。 所得结论如下：

（１）ＡＧＣ 机组调频比例的合理决策保障了系统
调度中 ＡＧＣ 机组备用能力的充裕利用，提供了更安
全、经济的调度方案，是对含风电系统优化调度模型
的一种拓展；

（２）改进 Ｂｅｎｄｅｒｓ 算法解决了模型中半定约束
中含有决策变量高次方的问题，具有较好的收敛性
和实用性；

（３）采用 ＤＲＯ⁃ＭＵ 动态经济调度模型对含多时
段、多整数变量的动态优化调度模型进行求解时，对
偶转化有一定的困难，其求解算法尚有待突破。
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