
第 ３９ 卷 第 ６ 期
２０１９ 年 ６ 月

电 力 自 动 化 设 备
Ｅｌｅｃｔｒｉｃ Ｐｏｗｅｒ Ａｕｔｏｍａｔｉｏｎ Ｅｑｕｉｐｍｅｎｔ

Ｖｏｌ．３９ Ｎｏ．６
Ｊｕｎ． ２０１９ 　􀁱􀁿􀂍　

奇异值分解结合均匀设计采样的半不变量法概率潮流计算

毛晓明，叶嘉俊
（广东工业大学 自动化学院，广东 广州 ５１０００６）

摘要：在样本形成过程中半不变量法概率潮流（ＰＬＦ⁃ＣＭ）计算可能遇到输入变量相关系数矩阵非正定的情

况，此时常用的 Ｃｈｏｌｅｓｋｙ 分解不再适用。 提出一种奇异值分解（ＳＶＤ）结合均匀设计采样（ＵＤＳ）的 ＰＬＦ⁃ＣＭ
计算方法。 通过 ＳＶＤ 和 ＵＤＳ 结合 Ｎａｔａｆ 变换得到考虑相关性的随机变量样本，借助这些样本计算常规数值

方法难以求解的部分输入变量的半不变量，利用 ＳＶＤ 处理输入变量的协方差矩阵以准确计算输出变量的半

不变量，采用 Ｃｏｒｎｉｓｈ⁃Ｆｉｓｈｅｒ 级数展开求得输出变量的概率分布。 以改造后的 ＩＥＥＥ １４ 节点测试系统为算例，
验证了所提方法的快速性、有效性及对高渗透率新能源发电的适应性。
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０　 引言

随着电力市场化改革及风、光等可再生能源发
电的大规模并网，电力系统的随机性因素急剧增加。
Ｂｏｒｋｏｗｓｋａ 在 １９７４ 年提出的概率潮流 ＰＬＦ（Ｐｒｏｂａｂｉ⁃
ｌｉｓｔｉｃ Ｌｏａｄ Ｆｌｏｗ）分析方法可有效评估这些因素对电
力系统运行的影响［１］，经过几十年的发展已形成模

拟法［２⁃４］、近似法［５］和解析法［６⁃８］３ 类计算方法。
模拟法在采样后进行多次确定性潮流计算，再

对计算结果进行统计处理得到问题的解，该方法计
算精度高，但比较耗时。 近似法计算简单、效率高，
但在考虑相关性因素时计算复杂且误差较大。 解析
法先将非线性潮流方程线性化，再通过卷积运算得
到输出随机变量的概率分布，计算简单，精度也能满
足工程应用的要求［９］。

应用最广泛的解析法是半不变量法概率潮流
ＰＬＦ⁃ＣＭ（ＰＬＦ ｂａｓｅｄ ｏｎ Ｃｕｍｕｌａｎｔ Ｍｅｔｈｏｄ），当输入变
量相互独立时，该方法以半不变量间简单的代数运
算代替复杂的卷积运算，大幅提高了计算效率。 针
对 ＰＬＦ⁃ＣＭ 在处理变量相关性问题上的固有缺陷，
文献［６］提出一种解决方法，但是该方法计算复杂，
很难在实际中应用。 文献［７］提出基于蒙特卡洛抽
样求解输入变量的半不变量，采用 Ｃｈｏｌｅｓｋｙ 分解处
理输入变量的相关性，拓展了 ＰＬＦ⁃ＣＭ 的应用范围。
文献［ ８］ 进一步提出基于拉丁超立方抽样 ＬＨＳ
（Ｌａｔｉｎ Ｈｙｐｅｒｃｕｂｅ Ｓａｍｐｌｉｎｇ） 结合 Ｃｈｏｌｅｓｋｙ 分解的
ＰＬＦ⁃ＣＭ 计算方法，并引入分段线性化潮流模型提
高计算精度。 但 Ｃｈｏｌｅｓｋｙ 分解仅适用于对称正定
矩阵。 实际工程应用中，常先估计随机变量两两间
的相关系数，再将所有的相关系数组合成相关系数

矩阵。 由于这些系数是彼此独立估计的，将它们组
合在一起就可能出现相关系数矩阵非正定的

情形［３］ 。
本文提出奇异值分解 ＳＶＤ（Ｓｉｎｇｕｌａｒ Ｖａｌｕｅ Ｄｅ⁃

ｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ）结合均匀设计采样 ＵＤＳ（Ｕｎｉｆｏｒｍ Ｄｅｓｉｇｎ
Ｓａｍｐｌｉｎｇ）的随机样本生成方法，该方法具有较高的
采样效率且可处理相关系数矩阵非正定的情形；在
此基础上，采用半不变量法（ＣＭ）进行 ＰＬＦ 计算，利
用 ＳＶＤ 处理输入变量的协方差矩阵，将具有相关性
的输入变量转化为不相关变量，以准确计算输出变
量的半不变量及概率统计特性；最后，通过 Ｃｏｒｎｉｓｈ⁃
Ｆｉｓｈｅｒ 级数展开得到输出变量的概率分布特性。 以
改造后的 ＩＥＥＥ １４ 节点测试系统为算例，验证了所
提方法对高渗透率新能源发电的适应性。

１　 基于 ＳＶＤ 的 ＵＤＳ

１．１　 ＵＤＳ
ＵＤＳ 技术基于空间填充思想，通过较少的样本

数据反映总体的分布信息。 与 ＬＨＳ 相比，ＵＤＳ 的优
势在于：覆盖同样大小的样本空间采样规模更小，具
有更好的稳健性。 这是因为 ＬＨＳ 本质上是一种分
层抽样技术，仍会出现采样点散布不均匀、分量间存

在线性相关等情形［１０］。 ＵＤＳ 是 ＬＨＳ 的一种重要改

进，它是通过对均匀设计进行模 １ 随机平移及在向
量空间内随机取点而得到。 设 ｄ 为维数，ｎ 为采样

点数，则这种平移共有 ｎｄ 个，而每组样本点数量为

ｎ，这样正好以同等机会抽到 ｎｄ 个生成向量空间中

的全体点，因此，ＵＤＳ 是一种统计抽样［１０］。 利用

ＵＤＳ 产生样本的步骤如下。
ａ． 设 ｍ 为随机变量的维数，Ｎ 为自然数的某个

无穷子集，且 ｍ，ｎ∈Ｎ，选取均匀设计的生成向量

（ｎ：ｈ１，ｈ２，…，ｈｍ），满足 ｈ１ ＝ １、１＜ｈ ｊ ＜ｎ（ ｊ ＝ ２，３，…，
ｍ），且对任意 ｉ≠ｊ 都有 ｈｉ≠ｈ ｊ。
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ｂ． 从多项分布
０ １ … ｎ－１

１ ／ ｎ １ ／ ｎ … １ ／ ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷ 中随机抽

取 ｍ 个独立同分布样本 η１、η２、…、ηｍ。
ｃ． 设 Ｖｍ×ｎ ＝［ｖ１，…，ｖｉ，…，ｖｍ］Ｔ（ｖｉ ＝ ［ｖｉ１，ｖｉ２，…，

ｖｉｎ］），且有：

ｖｉｊ ＝
ｊｈｉ＋ηｉ－０．５

ｎ{ } ＋
ｗ ｉｊ

ｎ
　 ｉ＝ １，２，…，ｍ；ｊ＝ １，２，…，ｎ

（１）
其中，｛·｝表示取小数运算；ｗ ｉｊ为取自［ －０．５，０．５］上
均匀分布的随机数，其与 ηｉ 相互独立。
１．２　 处理相关性的 ＳＶＤ 方法

现有的 ＰＬＦ⁃ＣＭ 方法都采用 Ｃｈｏｌｅｓｋｙ 分解处理
多维输入变量 Ｘ＝ ［ｘ１，…，ｘｉ，…，ｘｍ］ Ｔ 的相关性，但
Ｃｈｏｌｅｓｋｙ 分解无法处理非正定或非满秩矩阵。 任意
矩阵均存在 ＳＶＤ，计算量与 Ｃｈｏｌｅｓｋｙ 分解相当［１１］，
本文采用 ＳＶＤ 处理输入变量的相关性。

ＳＶＤ 指对于任意矩阵 Ａ（ｍ×ｎ 阶），存在列正交
矩阵 Ｕ（ｍ×ｎ 阶）和正交矩阵 Ｇ（ｎ×ｎ 阶），使得：

Ａ＝ＵＳＧＴ （２）
其中，Ｓ＝ｄｉａｇ（α１，α２，…，αｎ），αｉ 为矩阵 ＡＴＡ 第 ｉ 个
特征值的非负平方根值。 当矩阵 Ａ 为对称矩阵时，
有 Ｕ＝Ｇ。

ＳＶＤ 具有性质 １［２］：设 Ｙ 为 ｍ 维独立标准正态
分布向量，矩阵 Ｌ 由向量 Ｚ 的相关系数矩阵 ρＺ 的
ＳＶＤ 生成：

ρＺ ＝Ｕρ
Ｚ
Ｓρ

Ｚ
ＵＴ

ρ
Ｚ
＝Ｕρ

Ｚ
Ｓ１ ／ ２

ρ
Ｚ
（Ｕρ

Ｚ
Ｓ１ ／ ２

ρ
Ｚ
） Ｔ ＝ＬＬＴ （３）

其中，Ｕρ
Ｚ
为酉矩阵；Ｓρ

Ｚ
为 ρＺ 的奇异值构成的对角

矩阵，且从大到小排列，则由式（４）定义的 ｍ 维向量
Ｚ∗的相关系数矩阵 ρＺ∗ ＝ ρＺ。 性质 １ 在相关性随机
变量样本形成过程中有重要作用。

Ｚ∗ ＝
ｚ∗１
︙
ｚ∗ｍ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＝ＬＹ＝
ｌ１１ … ｌ１ｍ
︙ ︙
ｌｍ１ … ｌｍｍ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

ｙ１

︙
ｙｍ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

（４）

ＳＶＤ 同时具有性质 ２［１２］：当输入变量 Ｘ 具有相
关性时，设 Ｈ 由 Ｘ 的协方差矩阵 ＣＸ 的 ＳＶＤ 生成，
即 ＣＸ ＝ＨＨＴ。 通过式（５），ＳＶＤ 可将具有相关性的
输入变量 Ｘ 转化为不相关变量 Ｙ。 性质 ２ 在 ＰＬＦ⁃
ＣＭ 输出变量的半不变量计算过程中具有重要
作用。

Ｙ＝Ｈ－１Ｘ
Ｘ＝ＨＹ{ （５）

本文证明如下：
　 ＣＹ ＝Ｅ｛［Ｙ－Ｅ（Ｙ）］［Ｙ－Ｅ（Ｙ）］ Ｔ｝ ＝

　 Ｅ｛［Ｈ－１Ｘ－Ｈ－１Ｅ（Ｘ）］［Ｈ－１Ｘ－Ｈ－１Ｅ（Ｘ）］ Ｔ｝ ＝
　 Ｈ－１｛Ｅ［Ｘ－Ｅ（Ｘ）］［Ｘ－Ｅ（Ｘ）］ Ｔ｝（Ｈ－１） Ｔ ＝

　 　 　 Ｈ－１ＣＸ（Ｈ
－１） Ｔ ＝Ｈ－１ＨＨＴ（Ｈ－１） Ｔ ＝

（Ｈ－１Ｈ）（Ｈ－１Ｈ） Ｔ ＝ Ｉ （６）
其中，Ｅ 表示数学期望；Ｉ 为单位矩阵。 即变量 Ｙ 的
协方差矩阵 ＣＹ 为单位矩阵，则其相关系数矩阵 ρＹ

也必为单位矩阵。
１．３　 相关性随机变量样本的生成

Ｎａｔａｆ 变换可在已知输入变量边缘分布函数的
条件下实现从原始空间到独立标准正态空间的变
换，具有精度高、计算简单等优点［１３］，本文借助它生
成相关性随机变量样本。

设 ｍ 维输入随机变量 Ｘ ＝ ［ ｘ１，…，ｘｉ，…，ｘｍ］ Ｔ

的相关系数矩阵为 ρＸ，随机变量 ｘｉ 的累积分布函数
ＣＤＦ（Ｃｕｍｕｌａｔｉｖｅ Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ Ｆｕｎｃｔｉｏｎ）及概率密度函
数 ＰＤＦ（Ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ Ｄｅｎｓｉｔｙ Ｆｕｎｃｔｉｏｎ）分别为 Ｆ ｉ（ ｘｉ）
和 ｆｉ（ｘｉ），则可以通过式（７）所示等概率原则生成相
关系数矩阵为 ρＺ 的标准正态随机变量 Ｚ ＝ ［ ｚ１，…，
ｚｉ，…，ｚｍ］ Ｔ。

Ｆ ｉ（ｘｉ）＝ Φ（ ｚｉ）
ｚｉ ＝Φ

－１（Ｆ ｉ（ｘｉ））{ 　 ｉ＝ １，２，…ｍ （７）

其中，Φ（·）为标准正态变量的 ＣＤＦ，Φ－１（·）为其反
函数；Ｆ ｉ （ ｘｉ ） 及 Φ （ ｚｉ ） 均为服从 ［ ０，１］ 上的均匀
分布。

Ｎａｔａｆ 变换中相关系数矩阵 ρＸ 和 ρＺ 的非对角

元素 ρｘｉｊ和 ρｚｉｊ满足式（８） ［１３］。

　 ρｘｉｊ＝∫＋∞

－∞
∫＋∞

－∞

é

ë

ê
ê

Ｆ －１
ｉ （Φ（ ｚｉ））－μｉ

σｉ

Ｆ －１
ｉ （Φ（ ｚ ｊ）） － μ ｊ

σ ｊ

×

φｚｉｚ ｊ（ ｚｉ，ｚ ｊ，ρｚｉｊ）
ù

û

ú
ú
ｄｚｉｄｚ ｊ （８）

其中，φ（ ｚｉ，ｚ ｊ，ρｚｉｊ）为相关系数是 ρｚｉｊ的标准二元正态
分布的 ＰＤＦ；μｉ、 μ ｊ、σｉ、σ ｊ 分别为变量 ｘｉ、ｘ ｊ 的期望
和标准差。

式（８）的计算十分复杂，文献［１３］给出了相应
的经验公式，在已知 ρｘｉｊ时可快速求得 ρｚｉｊ。 ρＺ 可能

非正定或非满秩［２］，此时其 Ｃｈｏｌｅｓｋｙ 分解不存在，但
ＳＶＤ 存在，通过 ρＺ ＝ ＬＬＴ 产生 Ｌ，再由式（４）产生

Ｚ∗，最后可通过式（９）将 Ｚ∗转换为独立的标准正态
随机变量 Ｙ＝［ｙ１，…，ｙｉ，…，ｙｍ］ Ｔ。

Ｙ＝Ｌ－１Ｚ∗ （９）
上述由 Ｘ 到 Ｙ 的变换过程即为 Ｎａｔａｆ 变换，其

逆过程可实现 Ｙ 到 Ｘ 的变换：

Ｚ∗ ＝ＬＹ
Ｘ＝Ｆ－１（Φ（Ｚ∗））{ （１０）

综上，利用 ＵＤＳ 和 ＳＶＤ 结合 Ｎａｔａｆ 变换，可快速
获得服从指定分布且相关系数矩阵满足给定条件的
输入随机变量样本 Ｘ，步骤如下。
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ａ． 由 ＵＤＳ 产生相互独立的样本矩阵 Ｖｍ×ｎ ＝［ｖ１，
…，ｖｉ，…，ｖｍ］ Ｔ（ ｖｉ ＝ ［ ｖｉ１，ｖｉ２，…，ｖｉｎ］），其中 ｖｉ 服从
［０，１］上的均匀分布。

ｂ． 通过式（１１）将 Ｖｍ×ｎ转换为对应的独立正态

分布样本矩阵 Ｙｍ×ｎ ＝ ［ ｙ１，…，ｙｉ，…，ｙｍ］ Ｔ（ ｙｉ ＝ ［ ｙｉ１，
ｙｉ２，…，ｙｉｎ］）。

ｙｉ ＝Φ
－１（ｖｉ）　 ｉ＝ １，２，…，ｍ （１１）

ｃ． 为使所得输入变量样本的相关系数矩阵等于
ρＸ，ρＺ 非对角元素修正为式（１２） ［４］。

ρｚｉｊ ＝ ２ｓｉｎ π
６
ρｘｉｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ （１２）

ｄ． 对 ρＺ 进行 ＳＶＤ ρＺ ＝ ＬＬＴ，并通过式（４）得到

Ｚ∗（利用了 ＳＶＤ 的性质 １）。
ｅ． 将 Ｚ∗中的样本代入式（１３），得到具有相关

性的随机变量 ｘｉ 的样本 ｘｉ。

ｘｉ ＝Ｆ－１
ｘｉ （Φ（ ｚ∗ｉ ））　 ｉ＝ １，２，…，ｍ （１３）

２　 ＰＬＦ⁃ＣＭ 计算

２．１　 潮流方程线性化

极坐标形式下交流系统的节点和支路功率方程
可表示为：

Ｄ＝ｕ（Ｘ）
Ｅ＝ｇ（Ｘ）{ （１４）

其中，Ｘ 为节点注入功率向量；Ｄ 为节点电压状态向
量；Ｅ 为支路功率向量；ｕ 和 ｇ 分别为节点和支路功
率函数。

将式（１４）在基准运行点进行泰勒级数展开，并
略去高次项，可得线性化潮流模型：

Ｄ＝ｕ（Ｘ０＋ΔＸ）＝ Ｄ０＋ΔＤ＝Ｄ０＋Ｓ０ΔＸ
Ｅ＝ｇ（Ｘ０＋ΔＸ）＝ Ｅ０＋ΔＥ＝Ｅ０＋Ｔ０ΔＸ{ （１５）

其中，下标 ０ 表示基准运行点；Δ 表示扰动；Ｓ０、Ｔ０ 为

灵敏度矩阵，Ｓ０ ＝ Ｊ－１
０ ，Ｔ０ ＝Ｇ０Ｓ０，Ｊ０ 为雅可比矩阵，

Ｇ０ ＝（∂Ｅ ／ ∂Ｘ） Ｘ＝Ｘ０
。

２．２　 输入变量的半不变量计算

ＰＬＦ⁃ＣＭ 的关键是半不变量的计算。 常规数值
法可准确、高效地求得分布函数简单（如正态分布、
离散分布等）的随机变量的半不变量，但难以用于分
布函数复杂的随机变量。 对于后者，可根据样本矩
阵及半不变量与中心矩的关系进行计算，步骤如下。

ａ． 根据输入随机变量 ｘ 的分布函数，由 １．３ 节
采样方法采样得到 ｎ 个样本（ ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ），按式
（１６）计算得到 ｘ 的各阶中心矩 α（ｖ）。

α（ｖ） ＝
１
ｎ∑

ｎ

ｉ ＝ １
（ｘｉ－μ） ｖ 　 ｖ ＝ １，２，… （１６）

其中，μ 为 ｘ 的期望。

ｂ． 根据半不变量与中心矩的关系［１４］，按式
（１７）计算 ｘ 的各阶半不变量 γ（ｖ）。

γ（１）＝ μ
γ（２）＝ α（２）

γ（３）＝ α（３）

γ（４）＝ α（４） －３α２
（２）

γ（５）＝ α（５） －１０α（３）α（２）

γ（６）＝ α（６） －１５α（４）α（２） －１０α（３） ＋３０α２
（２）

γ（７）＝ α（７） －２１α（５）α（２） －３５α（４）α（３） ＋２１０α（３）α２
（２）

γ（８）＝ α（８） －２８α（６）α（２） －５６α（５）α（３） －
３５α２

（４） ＋５６０α２
（３）α（２） －６３０α４

（２）

︙

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

（１７）
２．３　 输出变量的半不变量计算

当系统各节点注入功率彼此独立时，节点 ｉ 注
入功率的扰动量 ΔＸ ｉ 可表示为：

ΔＸ ｉ ＝ΔＸＧｉ􀱇ΔＸＬｉ （１８）
其中，􀱇表示卷积运算；ΔＸＧｉ和 ΔＸＬｉ分别为发电机注
入功率和负荷注入功率的扰动量。

根据卷积运算与半不变量的转换关系及半不变
量的可加性［１５］，扰动量 ΔＸ ｉ 的 ｋ 阶半不变量 ΔＸ（ｋ）

ｉ

可通过式（１９）得到。
ΔＸ（ｋ）

ｉ ＝ΔＸ（ｋ）
Ｇｉ ＋ΔＸ（ｋ）

Ｌｉ （１９）

其中，ΔＸ（ｋ）
Ｇｉ 和 ΔＸ（ｋ）

Ｌｉ 分别为发电机和负荷注入功率
扰动量的 ｋ 阶半不变量。

利用半不变量的齐次性［１６］ 及线性化潮流模型
可得输出变量的各阶半不变量：

ΔＤ（ｋ）＝ Ｓ（ｋ）
０ ΔＸ（ｋ）

ΔＥ（ｋ）＝ Ｔ（ｋ）
０ ΔＸ（ｋ）{ （２０）

其中，Ｓ（ｋ）
０ 和 Ｔ（ｋ）

０ 分别为矩阵 Ｓ０ 和 Ｔ０ 中各元素的 ｋ
次幂所构成的矩阵。

当系统各节点注入功率 Ｘ 具有相关性时，需要
对式（２０）进行修正。 根据式（５），可将 Ｘ 表示成不
相关向量 Ｙ 的组合（利用了 ＳＶＤ 的性质 ２）。 在此
基础上对式（２０）进行修正得到：

ΔＤ（ｋ）＝ （Ｓ０Ｈ） （ｋ）ΔＹ（ｋ）＝ Ｓ（ｋ）
１ ΔＹ（ｋ）

ΔＥ（ｋ）＝ （Ｔ０Ｈ） （ｋ）ΔＹ（ｋ）＝ Ｔ（ｋ）
１ ΔＹ（ｋ）{ （２１）

其中，ΔＹ（ｋ）为变量 Ｙ 的 ｋ 阶半不变量。
２．４　 Ｃｏｒｎｉｓｈ⁃Ｆｉｓｈｅｒ 级数展开

根据式（２０）及式（２１）得到输出变量的半不变
量后，可通过级数展开逼近得到输出变量的概率分
布特性。 与其他级数展开相比，Ｃｏｒｎｉｓｈ⁃Ｆｉｓｈｅｒ 级数
在计算非正态分布的概率分布时收敛性更好、精度
更高［１６］，因此本文采用该级数。 设输出变量 ｅ 的分



　􀁱􀂀􀂆　 电 力 自 动 化 设 备 第 ３９ 卷

位数为 τ，则 ｅ（τ）可表示为：

　 ｅ（τ）＝ ζ（τ）＋ζ
２（τ）－１

６
ｇ３＋

ζ３（τ）－３ζ（τ）
２４

ｇ４－

２ζ３（τ）－５ζ（τ）
３６

ｇ２
３＋

ζ４（τ）－６ζ２（τ）＋３
１２０

ｇ５＋…

（２２）
其中，ζ（τ）为标准正态分布 ＣＤＦ 的反函数；ｇｖ 为 ｅ
的 ｖ 阶规格化半不变量。

根据公式 ｅ（τ）=Ｆ-１（τ），可得 ｅ 的 ＣＤＦ Ｆ（ ｅ）。
对 Ｆ（ｅ）求导可得 ｅ 的 ＰＤＦ ｆ（ｅ）。

３　 算法流程

综上，本文提出的 ＳＶＤ 结合 ＵＤＳ 的 ＰＬＦ⁃ＣＭ 计
算方法（ ＳＵ⁃ＰＬＦ⁃ＣＭ） 流程如图 １ 所示，具体步骤
如下。

ａ． 输入基础数据。 包括配电网结构参数、输入
变量 ｘｉ 的 ＣＤＦ 和 ＰＤＦ、相关系数矩阵 ρＸ 及采样规
模 ｎ 等。

ｂ． 采用 １． ３ 节所述采样方法产生输入变量
样本。

ｃ． 判断 ｘｉ 是否服从正态或离散分布。 若是，则
采用常规数值法计算其半不变量；否则，根据样本及
中心矩与半不变量的关系计算 ｘｉ 的各阶半不变量。

ｄ． 采用牛顿 拉夫逊算法在基准点进行一次确
定性潮流计算，获得输出变量 Ｄ０、Ｚ０ 及灵敏度矩阵
Ｓ０ 和 Ｔ０。

ｅ． 判断 Ｘ 是否具有相关性。 若是，则由式（２１）
计算输出变量的各阶半不变量；否则，由式（２０）计
算输出变量的各阶半不变量。

ｆ． 采用 Ｃｏｒｎｉｓｈ⁃Ｆｉｓｈｅｒ 级数展开求得输出变量
的 ＣＤＦ 和 ＰＤＦ。

４　 算例分析

ＰＬＦ⁃ＣＭ 的计算精度不随系统规模的改变而改
变［１７］，本文以改造后的 ＩＥＥＥ １４ 节点测试系统为算
例进行仿真分析。
４．１　 系统概况

假设风电场 Ｗ１ 接入节点 ４，光伏电站 ＰＶ１、
ＰＶ２、ＰＶ３ 分别接入节点 ５、１０ 和 １４，如图 ２ 所示。 风
电场和各光伏电站均采用恒功率因数控制方式，装
机容量分别均取 １０ ＭＷ、２０ ＭＷ、３０ ＭＷ、４０ ＭＷ 时，
对应新能源渗透率分别为 １５．３８％、３０．７７％、４６．１５％
和 ６１．５４％。

风电场风速 ｌ 的 ＰＤＦ ｆ（ ｌ）近似服从双参数的
Ｗｅｉｂｕｌｌ 分布：

ｆ（ ｌ）＝ ｗ
ｃ

ｌ
ｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｗ－１

ｅ － ｌ
ｃ( ) ｗ （２３）

其中，ｌ、ｗ、ｃ 分别为风速、Ｗｅｉｂｕｌｌ 分布的尺度参数和

图 １ ＳＵ⁃ＰＬＦ⁃ＣＭ 流程图

Ｆｉｇ．１ Ｆｌｏｗｃｈａｒｔ ｏｆ ＳＵ⁃ＰＬＦ⁃ＣＭ

图 ２ ＩＥＥＥ １４ 节点系统接线图

Ｆｉｇ．２ Ｗｉｒｉｎｇ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ＩＥＥＥ １４⁃ｂｕｓ ｓｙｓｔｅｍ

形状参数。
风电场有功出力 风速（Ｐｗ － ｌ）模型由式（２４）

表示［１８］。
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Ｐｗ ＝

０ ｌ ≤ｌｃｉ
ｋ１ ｌ＋ｋ２ ｌｃｉ＜ｌ≤ｌｒ
Ｐｒ ｌｒ＜ｌ≤ｌｃｏ
０ ｌ＞ｌｃｏ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２４）

其中，ｌｃｉ、ｌｒ、ｌｃｏ分别为风电场的切入风速、额定风速
以及切出风速；Ｐｒ 为风电场的额定输出功率；ｋ１ ＝
Ｐｒ ／ （ ｌｒ－ｌｃｉ）；ｋ２ ＝ －ｋ１ ｌｃｉ。

光伏电站有功出力 Ｐｐｖ的 ＰＤＦ ｆ（Ｐｐｖ）近似服从

Ｂｅｔａ 分布［８］：

　 　 ｆ（Ｐｐｖ）＝
Γ（υ＋β）

Γ（υ）Γ（β）
Ｐｐｖ

Ｐｍａｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

υ－１

１－
Ｐｐｖ

Ｐｍａｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

β－１

（２５）

其中，υ、β 为 Ｂｅｔａ 分布的形状参数；Ｐｍａｘ为光伏电站
的最大有功出力。

本算例中，取 ｄ＝１４．１１７ ８，ｃ＝２．０１７ ８，ｌｃｉ ＝ ３ ｍ ／ ｓ，
ｌｒ ＝ １６ ｍ ／ ｓ，ｌｃｏ ＝ ２５ ｍ ／ ｓ，υ＝ ２．０６，β＝ ２．５０。

设风电场及光伏电站有功出力相关系数矩阵
ρＷ 为：

ρＷ ＝

１ ０．２ ０．３ ０．８
０．２ １ ０．２ ０．４
０．３ ０．２ １ ０．８
０．８ ０．４ ０．８ １

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

（２６）

式（２６）是一个非正定矩阵。
系统所有负荷服从期望为稳态值、标准差为期

望值 １０％的正态分布，且区域 １ 中节点 ９—１４ 的有
功负荷存在相关性，相关系数矩阵 ρＬ 为：

ρＬ ＝

１ ０．３ ０．２ ０．４ ０．１ ０．５
０．３ １ ０．７ ０．１ ０．２ ０．８
０．２ ０．７ １ ０．５ ０．４ ０．３
０．４ ０．１ ０．５ １ ０．６ ０．２
０．１ ０．２ ０．４ ０．６ １ ０．２
０．５ ０．８ ０．３ ０．２ ０．２ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

（２７）

式（２７）是一个正定矩阵。
系统输入随机变量 Ｘ 包括风电场、光伏电站有

功出力和负荷，综合式（２６）和式（２７）知 ρＸ（见附录
１）为非正定矩阵。 如果采用常用的 Ｃｈｏｌｅｓｋｙ 分解，
将无法生成样本，本文用 ＳＶＤ 取代 Ｃｈｏｌｅｓｋｙ 分解。
４．２　 采样方法测试

利用 ＬＨＳ 生成独立均匀分布样本，再借助 Ｎａｔａｆ
变换生成满足指定分布的相关性样本，这是一种常
用的采样方法［１９］，记为方法 １。 本文第 １ 节中引入
ＵＤＳ 替代 ＬＨＳ 对上述方法进行改进得到的方法，记
为方法 ２。

设方法 １ 采样规模分别为 １０４ 次和 １０３ 次，方法
２ 采样规模为 １０３ 次，图 ３ 比较了根据 ３ 种样本空间
拟合得到的输入变量概率密度曲线。 可见，方法 ２
采样 １０３ 次得到的曲线与方法 １ 采样 １０４ 次得到的
曲线（基准曲线）高度吻合，而方法 １ 采样 １０３ 次得

到的曲线误差偏大。 这表明 ＵＤＳ 通过较少的样本
数据即可反映随机变量总体的分布信息，与文献
［１０］的结论相符，本文引入 ＵＤＳ 提高了采样效率。

图 ３ 采样方法比较

Ｆｉｇ．３ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｓａｍｐｌｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄｓ
４．３　 ＰＬＦ⁃ＣＭ 计算精度和适应性验证

蒙特卡洛模拟法 ＭＣＳＭ（Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ
Ｍｅｔｈｏｄ）精度高，常作为基准衡量其他 ＰＬＦ 方法的
准确性［９］。 以下利用本文提出的采样方法（即方法
２）生成的 １０３ 次样本，分别以 ＭＣＳＭ 和 ＰＬＦ⁃ＣＭ 进
行 ＰＬＦ 计算，并对结果进行比较验证 ＰＬＦ⁃ＣＭ 的有
效性和快速性。

在 ＰＬＦ⁃ＣＭ 研究中，当所考虑的 ρＸ 为正定矩阵

时，文献［７⁃８］以 Ｃｈｏｌｅｓｋｙ 分解处理 ρＸ，由 ρＸ ＝ＨＨＴ

求得矩阵 Ｈ，再根据式（５）可将具有相关性的输入
变量 Ｘ 表示成不相关向量 Ｙ 的组合，该做法其实有
偏差，由此生成的向量 Ｙ 对应的相关系数矩阵 ρＹ 并
不是单位阵。 如果用 Ｃｈｏｌｅｓｋｙ 分解处理输入变量的
协方差矩阵 ＣＸ，由 ＣＸ ＝ ＨＨＴ 求得矩阵 Ｈ，再由式
（５）求得 Ｙ，则得到的 ρＹ 为单位阵，可类似式（６）进
行证明。 附录 ２ 中给出了算例。

本文所提出的 ρＸ 正定 ／非正定时的 ＰＬＦ⁃ＣＭ 计
算方法，与现有 ＰＬＦ⁃ＣＭ 的区别仅在于用 ＳＶＤ 替代
Ｃｈｏｌｅｓｋｙ 分解。 虽然分解方法不同，但 ＳＶＤ 和 Ｃｈｏ⁃
ｌｅｓｋｙ 分解都满足 １．２ 节所述性质，它们在样本形成
和输出变量半不变量的计算过程中所起的作用也是
相同的。 因此，下文将对用 ＳＶＤ 处理 ρＸ 和用 ＳＶＤ
处理 ＣＸ 时 ＰＬＦ⁃ＣＭ 的计算结果进行比较，进一步验
证后种做法的正确性。

定义式（２８）所示输出变量期望值和标准差的
相对误差指标 εγ

ζ 来衡量计算结果的精度。

εγ
ζ ＝ （εγ

ＣＭ－εγ
ＭＣ） ／ εγ

ＭＣ ×１００％ （２８）
其中，γ  表示输出变量的类型，包括电压幅值 Ｕ、相
角 θ 和支路有功 Ｐ、无功 Ｑ；ζ 表示输出变量的数字
特征，包括期望 μ 和标准差 σ；εγ

ＣＭ、εγ
ＭＣ分别为 ＰＬＦ⁃

ＣＭ 和 ＭＣＳＭ 得到的输出变量结果值。
表 １ 给出渗透率为 １５．３８％时，各输出变量误差指

标 εγ
ζ 的平均值 εγ

ζ，ｍｅａｎ、最小值 εγ
ζ，ｍｉｎ和最大值 εγ

ζ，ｍａｘ。
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表 １ 渗透率为 １５．３８％时输出变量的相对误差指标

Ｔａｂｌｅ １ Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ｉｎｄｅｘｅｓ ｏｆ ｏｕｔｐｕｔ ｖａｒｉａｂｌｅｓ
ｗｈｅｎ ｐｅｎｅｔｒａｔｉｏｎ ｉｓ １５．３８％

方法
输出
变量

εγ
ζ，ｍｅａｎ ／ ％ εγ

ζ，ｍｉｎ ／ ％ εγ
ζ，ｍａｘ ／ ％

μ σ μ σ μ σ

分解
ＣＸ

Ｕ ０．００３ ０．８３９ ０．００１ ２．１７４ ０．００５ ０．０７１
θ ０．０３８ ０．５１１ ０．０３５ ０．０１３ ０．０４８ １．３０７
Ｐ ０．０３７ １．３５１ ０．００２ ０．０１４ ０．１２５ ４．３６３
Ｑ ０．６３３ ４．０６１ ０．０１１ ０．６０９ ３．６１３ ６．７８１

分解 ρＸ

Ｕ ０．００２ ７０．４６ ０．０００ ２ １３．６６ ０．００５ １７５．４
θ ０．０８４ １６．６８ ０．０５５ ０．５３８ ０．１６７ ４８．６２
Ｐ ０．１３２ ４２．２８ ０．００８ ０．５８８ ０．８３３ １５６．５
Ｑ ０．５１７ １３０．８ ０．０２７ １１．３５ ３．７３ ４１０．３

　 　 可见，采用 ＳＶＤ 处理 ＣＸ 时，ＰＬＦ⁃ＣＭ 求得各输

出变量的 εγ
ζ，ｍｅａｎ均小于 ４．１％，εγ

ζ，ｍａｘ均小于 ６．８％，精
度较高。 采用 ＳＶＤ 处理 ρＸ 时，εγ

ζ，ｍｅａｎ的最大值达到

１３０．８％，εγ
ζ，ｍａｘ的最大值达到 ４１０．３％，误差较大的原

因在于用 ＳＶＤ 处理 ρＸ 求得的 Ｙ 仍然具有相关性，
在式（２１）的计算中引入了误差。

为评估 ＰＬＦ⁃ＣＭ 对新能源接入比例的适应性，
表 ２ 给出不同渗透率下各输出变量的相对误差平均
值 εγ

ζ，ｍｅａｎ。 可见，采用 ＳＶＤ 处理 ρＸ 时，计算结果不
准确，而采用 ＳＶＤ 处理 ＣＸ 时，ＰＬＦ⁃ＣＭ 始终保持较

高的计算精度，εγ
ζ，ｍｅａｎ最大值不超过 ４．９％，ＰＬＦ⁃ＣＭ

能适应高比例新能源并网的 ＰＬＦ 分析。
表 ２ 不同新能源渗透率下相对误差平均值

Ｔａｂｌｅ ２ Ａｖｅｒａｇｅ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ｖａｌｕｅｓ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ
ｎｅｗ ｅｎｅｒｇｙ ｐｅｎｅｔｒａｔｉｏｎｓ

方法 指标
指标值 ／ ％

１５．３８％ ３０．７７％ ４６．１５％ ６１．５４％

分解 ＣＸ

εＵ
μ，ｍｅａｎ ０．００３ ０．００７ ０．０１２ ０．０１９

εＵ
σ，ｍｅａｎ ０．８３９ ２．１２４ ０．６５０ ０．９２０

εθ
μ，ｍｅａｎ ０．０３８ ０．０７５ ０．１４４ ０．２５４

εθ
σ，ｍｅａｎ ０．５２０ １．３４３ ０．３４９ ０．３５７

εＰ
μ，ｍｅａｎ ０．０３７ ０．１４４ ０．３６１ ０．６１８

εＰ
σ，ｍｅａｎ １．３５１ １．４５８ ０．５４９ ０．６８０

εＱ
μ，ｍｅａｎ ０．６３３ １．６３０ １．７８３ ３．１６９

εＱ
σ，ｍｅａｎ ４．０６１ ４．８７５ ４．１６４ ３．９８２

分解 ρＸ

εＵ
μ，ｍｅａｎ ０．００２ ０．００８ ０．０１０ ０．０１８

εＵ
σ，ｍｅａｎ ７０．４６ ９０．１１ １３０．９７ １１３．６０

εθ
μ，ｍｅａｎ ０．０８４ ０．１７２ ０．１２９ ０．２７５

εθ
σ，ｍｅａｎ １６．６８ １４．８４ １３．６１ １６．９１

εＰ
μ，ｍｅａｎ ０．１３２ ０．２８５ ０．３４５ ３．６２９

εＰ
σ，ｍｅａｎ ４２．２８ ４１．８２ ４３．２１ ３３．１３

εＱ
μ，ｍｅａｎ ０．５１７ １．７４５ ５．７３３ ３．０４８

εＱ
σ，ｍｅａｎ １３０．８０ １９０．０８ ２２８．５５ １９０．２０

　 　 注：表头中数据为渗透率。

表 ３ 给出不同新能源渗透率下 ＰＬＦ⁃ＣＭ 和
ＭＣＳＭ 的耗时比较。 可见，ＰＬＦ⁃ＣＭ 一直保持着很高
的加速比。 图 ４ 和图 ５ 比较了 ＰＬＦ⁃ＣＭ 和 ＭＣＳＭ 在
新能源渗透率为 ６１．５４％时计算得到的节点 １０ 电压
幅值、节点 １４ 电压相角、支路 １３－１４ 有功、支路 ４－９
无功的概率密度曲线和累积分布曲线（图中电压均
为标幺值）。 虽然节点 １０、１４ 及支路 １３－１４、４－９ 距

离新能源发电并网点较近，概率分布特性受新能源
出力影响较大，ＰＬＦ⁃ＣＭ 依然较准确地进行了评估。

表 ３ 不同新能源渗透率下算法耗时比较

Ｔａｂｌｅ ３ Ｔｉｍｅ ｃｏｎｓｕｍｐｔｉｏｎ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ａｍｏｎｇ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｎｅｗ ｅｎｅｒｇｙ ｐｅｎｅｔｒａｔｉｏｎｓ

渗透率 ／ ％
耗时 ／ ｓ

ＭＣＳＭ ＰＬＦ⁃ＣＭ
１５．３８ １１．１４０ ５ ０．２５８ ９
３０．７７ １２．８１４ ３ ０．２５９ ９
４６．１５ １２．２９３ ５ ０．２８７ ４
６１．５４ １１．５０４ ６ ０．２６６ ３

图 ４ 输出变量的概率密度曲线

Ｆｉｇ．４ Ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｄｅｎｓｉｔｙ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｏｕｔｐｕｔ ｖａｒｉａｂｌｅｓ

图 ５ 输出变量的累积分布曲线

Ｆｉｇ．５ Ｃｕｍｕｌａｔｉｖｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｏｕｔｐｕｔ ｖａｒｉａｂｌｅｓ

５　 结论

本文提出一种 ＳＶＤ 结合 ＵＤＳ 的 ＰＬＦ⁃ＣＭ 计算
方法，其具有以下特点：
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ａ． 通过 ＵＤＳ 生成初始样本，采用 ＳＶＤ 处理输入
变量的相关系数矩阵 ρＸ（正定或非正定），结合 Ｎａｔａｆ
变换，产生服从指定分布且相关系数矩阵满足给定
条件的输入随机变量样本，提高采样效率，拓展
ＰＬＦ⁃ＣＭ 的应用范围；

ｂ． 当输入变量 Ｘ 具有相关性时，利用 ＳＶＤ 处理
Ｘ 的协方差矩阵 ＣＸ，将具有相关性的输入变量表示
成不相关变量的组合，可准确计算输出变量的半不
变量及概率统计特性；

ｃ． ＰＬＦ⁃ＣＭ 计算效率高，能适用于新能源高渗
透率电力系统的 ＰＬＦ 计算，精度满足工程应用要
求，具有较好的实用价值。

附录见本刊网络版（ｈｔｔｐ：∥ｗｗｗ．ｅｐａｅ．ｃｎ）。
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附录 1： 

1 0.2 0.3 0.8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0.2 1 0.2 0.4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0.3 0.2 1 0.8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0.8 0.4 0.8 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

X ρ

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0.3 0.2 0.4 0.1 0.5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.3 1 0.7 0.1 0.2 0.8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.2 0.7 1 0.5 0.4 0.3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.4 0.1 0.5 1 0.6 0.2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.1 0.2 0.4 0.6 1 0.2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.5 0.8 0.3 0.2 0.2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
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附录 2： 

以西班牙某风电场每十分钟实测风速数据 Xw（共 4032 组）[20]为例，计算得到风电场间

风速的相关系数矩阵 ρw 和协方差矩阵 Cw 分别为： 

                    

w

1 0.0331 0.0699 0.1132

0.0331 1 0.3884 0.1752

0.0699 0.3884 1 0.3629

0.1132 0.1752 0.3629 1

 
 
 
 
 
 

                     （1） 

                   

w

7.5561 0.2971 0.9509 1.1288

0.2971 10.6543 6.2712 2.0747

0.9509 6.2712 24.4662 6.5122

1.1288 2.0747 6.5122 13.1652

 
 
 
 
 
 

C                    （2） 

如对 ρw 进行 Cholesky 分解，即 ρw=H1
T

1H ，分解后得到下三角矩阵： 

1

1 0 0 0

0.0331 1 0 0

0.0699 0.3863 1 0

0.1132 0.1715 0.3139 1

 
 
 
 
 
 

H                        （3） 

根据 Yw1= 1

1


H Xw，可求得 Yw1，Yw1 的相关系数矩阵 ρw1 为： 

w1

1 0.0052 0.0320 0.0137

0.0052 1 0.1415 0.0469

0.0320 0.1415 1 0.1268

0.0137 0.0469 0.1268 1

 
 


 
 
 

  

                     （4） 

可见，Yw1 中各变量仍然具有相关性。 

如果对实测风速数据 Xw 的协方差矩阵 Cw 进行 Cholesky 分解，即 Cw=H2
T

2H ，分解后得

到下三角矩阵： 

2

2.7488 0 0 0

0.1081 3.2623 0 0

0.3459 1.9109 4.5492 0

0.4106 0.6223 1.1389 3.3634

 
 
 
 
 
 

H                       （5） 

再根据 Yw2= 1

2


H Xw，可求得 Yw2，Yw2 的相关系数矩阵 ρw2 为： 

17 17 16

17 16 17

w2 17 16 16

16 17 16

1 1.7847e 2.8413e 1.0145e

1.7847e 1 -2.0129e -2.0546e

2.8413e -2.0129e 1 1.5267e

1.0145e -2.0546e 1.5267e 1

  

  

  

  

 
 
 
 
 
  



                

（6） 

ρw2 为单位矩阵。 

本文还重复了文献[7]中 5.1 与 5.2 节的算例。该算例中，对输入变量相关系数矩阵进行

Cholesky 分解求得的 Y对应的相关系数矩阵为: 
4 5

5 4

1 4 5 4

5 4 4

1 -0.0012 -4.34e 7.67e

-0.0012 1 4.49e 3.27e

-4.34e 4.49e 1 7.03e

7.67e 3.27e 7.03e 1

 

 

  

  

 
 
 
 
 
  

                     （7）

 



对输入变量协方差矩阵进行 Cholesky 分解求得的 Y对应的相关系数矩阵为: 
15 16 16

15 16 16

2 16 16 16

16 16 16

1 -1.22e 1.89e -2.53e

-1.22e 1 6.92e -2.65e

1.89e 6.92e 1 -3.27e

-2.53e -2.65e -3.27e 1

  

  

  

  

 
 

 
 
 
  

                   （8）

 
可见，该算例中，式（8）为单位矩阵，但式（7）近似为单位矩阵，因此用 Cholesky

分解处理相关系数矩阵这一有误做法也得到了精度不错的结果。 
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