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摘要：提出了一种计及相关性的基于高斯混合模型（GMM）的多点线性半不变量法电-热互联综合能源系统

概率潮流（PPF）计算方法。构建了电-热互联综合能源系统潮流模型，采用GMM建立电-热互联综合能源系

统源荷不确定模型，针对其输出变量的不确定性提出了基于半不变量法的电-热互联综合能源系统PPF计算

方法，定量计算出相关输出状态变量的概率密度函数。由于电-热互联综合能源系统中存在非线性问题导致

线性化误差增大，采用多点线性的方法来克服这一难题。并且所提PPF方法进一步考虑了电-热负荷之间的

相关性。最后，采用Cornish-Fisher级数展开拟合状态变量概率分布，在改进的巴厘岛电-热互联综合能源系

统算例中验证了所提方法的快速性、准确性和实用性。
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0 引言

随着社会能源结构不断变更，近年来将电、热、

气、交通网等不同能源进行互联的综合能源系统被

广泛提出［1］，这打破了传统能源之间的隔阂，使得不

同能源之间可以互相转化，有效提高了能源之间的

互通和互补，促进了多学科、多领域的交融［2⁃3］。由

于热电联产机组在欧美等许多地区得到逐步推广，

这使得电-热互联综合能源系统发展迅速。值得注

意的是，电-热互联综合能源系统中存在着诸多不确

定因素，包括电-热负荷以及分布式电源波动的不确

定性，使得系统中出现电压越限、热网管道反向等一

系列安全问题［4］，这给电网的安全稳定运行带来了

新的挑战。基于此，对电-热互联综合能源系统的概

率潮流PPF（Prababilistic Power Flow）进行分析计算

具有重要的现实意义。

PPF计算方法于 1974年由 Borkowska等人提

出［5］，目前 PPF计算方法主要分为模拟法、解析法、

近似法这 3类方法。模拟法即蒙特卡洛模拟MCS
（Monte Carlo Simulation）法［6］，该方法虽然准确度较

高，但是计算量较大。近似法主要包括点估计法

PEM（Point Estimation Methond）［7］，其计算速度快，但

是随着阶数的增加误差也越来越大。解析法包括卷

积法［8］和半不变量法 CM（Cumulant Method）［9⁃10］，半
不变量法由于计算速度快而受到广泛关注，但该方

法需要将模型线性化，这会带来一定的误差。

目前研究大多基于电-热互联综合能源系统的

确定性模型［11⁃12］，或者侧重于电-热互联综合能源系

统PPF研究，即针对不确定性的电-热互联综合能源

系统PPF研究并不充分。文献［13］从热网模型出发

采用解析法对热网进行 PPF计算，但只能求得输出

变量的期望和标准差。文献［14］采用基于拉丁超立

方采样的MCS法对电-热互联综合能源系统进行

PPF计算，其本质上为模拟法，效率低于解析法。文

献［15］采用区间潮流方法得到各状态变量的上下

限，该方法能够快速地计算出状态变量的区间范围，

但是却不能得到状态变量的概率分布函数，并且难

以计及变量之间的相关性。文献［16］采用基于三点

估计法的PPF计算方法对电-气-热概率最优潮流进

行研究，但此方法高阶矩误差较大。基于此，亟需寻

求一种快速、准确的并且能够计及源荷之间相关性

的电-热互联综合能源系统PPF计算方法。

基于以上分析，本文在已有研究的基础上，提出

了基于半不变量法的电-热互联综合能源系统 PPF
计算模型，定量地得到了输出变量的概率密度函数。

由于电-热互联综合能源系统中存在着诸如指数函

数的强非线性模块，导致采用线性化计算带来很大

误差的难题，本文采用多点线性的方法代替原来的

单点线性，提出了一种基于多点线性半不变量法

MPLCM（Multi-Point Linear Cumulant Method）的电-

热互联综合能源系统 PPF计算方法，并且在此基础
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上考虑了负荷之间的相关性，分析了电-热负荷波动
对各自的影响。以MCS法的计算结果为参照，基于
巴厘岛算例验证了本文所提方法的有效性和快
速性。

1 电-热互联综合能源系统稳态模型

1.1 热力系统稳态模型

热力系统主要由热源、热网、热负荷 3个部分组
成，承担着热力系统生产、传输和交换的功能。热网
一般由输送和回收管道构成，管道中充以热水或热
水蒸汽，将热量从热源侧输送到终端热负荷。
1.1.1 水力模型

热力系统水力模型与传统的电力系统有着很多
的相似之处，其具体的建模包括以下方程：

Aṁ= ṁq （1）
Bh f = 0 （2）

h f =Kṁ | ṁ | （3）
其中，A为网络关联矩阵；ṁ为热网管道流量；ṁq为
节点流入负荷流量；B为回路关联矩阵；h f为由摩擦
损失引起的管道压降；K为管道阻力系数。
1.1.2 热力模型

热力模型的约束方程包含热负荷功率方程、管
道温降方程和节点功率守恒方程，其分别如式（4）—
（6）所示。

Φ=Cpṁq (Ts - To ) （4）
Tend =(Tstart - Ta ) e-λL / ( )Cpṁ + Ta （5）
(∑ṁout )Tout =∑ṁ inT in （6）

其中，Φ为热负荷；Ts为节点供水温度；To为节点回
水温度；Tstart为管道首端温度；Tend为管道末端温度；
Ta为环境温度；L为管道长度；λ为传热系数；Cp为水
比热容；ṁ in为流入节点的管道流量；ṁout为流出节点
的管道流量；T in为输入管道末端的温度；Tout为节点
混合温度。
1.2 电-热耦合元件模型

热力和电力网络的耦合元件包括热电联产机
组、热泵、电锅炉和循环泵。热电联产机组利用天然
气燃烧时的高品位热能做功驱动微燃机发电，所排
出的高温余热烟气经溴冷机后用于取暖及供应生活
热水。热电联产机组同时产热产电，可作为电力系
统和热力系统两者共同的源。循环泵消耗电能在热
力系统中循环水，这些耦合组件增加了电力和热力
之间互联的灵活性。

根据热电联产机组热电比是否变化，可分为定
热电比和变热电比 2种。定热电比和变热电比的产
电和产热分别为：

Cm = ΦCHP /PCHP （7）

Cz =ΦCHP / (ηeF in - PCHP ) （8）
其中，ΦCHP为热电联产机组热出力；PCHP为热电联产
机组电出力；ηe为热电联产机组冷凝效率；F in为燃

料输入速率。可见Cm为一恒定值，Cz可调整变化。
1.3 电-热互联综合能源系统稳态潮流分析

电-热互联综合能源系统稳态潮流的分析求解
主要包括电力系统潮流方程、水力模型方程（1）—
（3）和热力模型方程（4）—（6）。上述方程组的求解
为非线性方程组的求解问题，本文采用最常用的牛
顿-拉夫逊法进行求解，其修正方程为［14］：
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其中，P和Q分别为电力系统节点的有功和无功；θ
和V分别为电力系统节点电压相角和幅值；ΔF为输
入变量的修正量；ΔX为状态变量修正量；J为雅可比
矩阵，由电力子阵 Je、电-热子阵 Jeh、热-电子阵 Jhe和
热力子阵 Jh四部分组成。

通过式（9）和式（10）所示的牛顿-拉夫逊法可对
式（1）—（6）进行迭代求解，从而得到确定性能量流，
每次求解的迭代次数为10次左右。

2 基于GMM的统一概率模型

电-热互联综合能源系统的不确定性主要来源
于电力系统、热力系统和耦合系统。本文考虑分布
式电源（光伏）、电负荷、热负荷这 3类注入量的不确
定性。随着电-热互联综合能源系统中的耦合不断
增大，随机性不断增强，采用传统的正态分布函数很
难精确对其概率分布函数进行拟合，而在 PPF计算
过程中，概率分布函数的准确性对于其计算精度至
关重要。本文采用GMM对电-热负荷以及分布式电
源概率模型进行统一拟合，从而能够保证输入随机
变量的准确性。

GMM是由多个高斯分布线性组合而成，理论
上，GMM能够平滑任意的概率分布，其概率分布函
数为：

fΦ (Φ) =∑
j = 1

N t

ωj fN (μj，σ2
j ) (x) （11）
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其中，fN (μj，σ2
j ) (x)为第 j个部分的概率分布；ωj为高

斯混合函数第 j个成分的权重；μj和σj 分别为第 j个
成分的期望和标准差；N t为拟合分量的个数。其中，

权重满足如下约束：

0 < ωj ≤ 1，∑
j = 1

N t
ωj = 1 （12）

采用GMM方法的关键之处在于确定其中的参数

N t、ωj、μj、σj，目前最常用的方法是利用测量数据以及

期望最大化方法，其具体计算方法可见文献［17］。实

际热负荷功率GMM拟合曲线如图1所示。图中热负

荷功率为标幺值。类似地，可以拟合其他负荷功率。

3 基于多点线性化的半不变量电-热互联
综合能源系统PPF计算

基于半不变量法的电-热互联综合能源系统

PPF计算方法，本质上为解析法，可以保证计算的快

速性，而采用分段线性的方法可以提高计算精度。

3.1 半不变量简介

半不变量也被称为“累积量”，是随机数字的特

征量之一。按照半不变量原始定义进行求解一般比

较困难，在实际运用中，一般通过其和随机变量的各

阶原点矩和中心矩的关系进行求解。

假设随机变量 X的密度函数为 f (x)，分布函数

为F (x)，则其 ν阶原点矩为：

αν = E (Xν ) = ∫-∞∞ xν f ( )x dx = ∫-∞∞ xν dF (x) （13）
若随机样本为离散变量，则其原点矩也可以直

接表示为：

αν = E (Xν ) =∑
i = 1

∞
xνi pi （14）

求出随机变量的各阶原点矩后，则可以利用式

（15）求出各阶半不变量［10］：
ì
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ïï
ï

κ1 =α1
κν + 1 =αν + 1 -∑

i=1

ν

Ci
ναiκν - i + 1

αν + 1 =κν + 1 -∑
i=1

ν

Ci
ναiκν - i + 1

（15）

其中，αν + 1 为 ν + 1阶原点矩；κν + 1 为 ν + 1阶半不
变量。

从式（15）可以看出，半不变量和原点矩之间可
以很容易进行转换，因此通过半不变量的计算即可
轻易得到随机变量的概率特征分布。
3.2 基于半不变量法的电-热互联综合能源系统

PPF计算模型

由式（9）和式（10）可以得到线性化后的热网潮
流计算方程，将式（9）进行变换可得：
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ΔF（16）
其中，S为灵敏度矩阵，Se、Seh、She、Sh为各子阵对应的
灵敏度矩阵。

通过式（9）和式（16）则可以建立起半不变量模
型进而对输出随机变量进行求解，具体如下：
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其中，κΔθν、κΔV ν、κΔmν、κΔT ν 分别为输出误差变量中节

点电压相角、电压幅值、管道流量、节点温度的各阶
半不变量；κΔPν、κΔQν、κΔΦν、κΔT ν 分别为输入误差变量

中节点有功、节点无功、热负荷、节点温度的各阶半
不变量。

式（17）中，在输入输出变量两侧都存在节点温
度变化量ΔT，因此应首先对其进行求解，求解方法
可根据等式两侧关系求得。由式（17）可得：

κΔT ν =Sν1κΔPν + Sν2κΔQν + Sν3κΔΦν + Sν4κΔT ν （18）
其中，S1—S4为确定性潮流下灵敏度矩阵 S中与ΔT
对应的部分。

通过式（18）可得ΔT的各阶半不变量为：

κΔT ν =(E - Sν4 ) -1 (Sν1κΔPν + Sν2κΔQν + Sν3κΔΦν ) （19）
为统一分析其他输出变量，可以将其写成下列

统一格式：
X=X0 + ΔX （20）

其中，X为状态变量；X0为基准值；ΔX为误差变量。
根据半不变量的可加性并结合式（13）—（15）则

可以得到输出变量的各阶半不变量，并可以表示为
一个分段函数，具体公式如下：

κXν =
ì
í
î

ï

ï

κΔXν +X0 ν=1
κΔXν ν>1 （21）

得到输出状态变量的各阶半不变量后即可通过
Cornish-Fisher级数展开［18］得到其概率密度函数或者
概率分布函数，从而对各变量进行分析，具体公式见
附录A。

图1 实际热负荷功率GMM拟合曲线

Fig.1 GMM approximation curve of

actual heat power output
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3.3 基于分段线性的半不变量法PPF计算

由式（1）—（6）分析可知，电-热互联综合能源系

统模型方程中存在指数函数以及绝对值函数等强非

线性模块，当采用单基准点对热网方程进行一阶泰

勒展开时，其线性化误差较大，故以 ex的泰勒展开为

例进行分析，其利用单点线性化和多点线性化的泰

勒展开如图2所示。

可见当只选单基准点 x=2展开时，在 x=2附近泰

勒展开线性化的误差较小，而当 x远离基准展开点

时，其误差将变得很大。当采用多点泰勒展开来拟

合函数时，其误差将大幅降低，因此本文将采用多点

线性化泰勒展开对随机变量的各阶半不变量进行

求解。

借鉴上述思想，可以将综合能源系统中的电负

荷和热负荷进行分段线性，然后通过多点线性化来

进行半不变量法的PPF计算［19］。
假设系统负荷节点编号为 [1，2，…，i，…，k ]，当

将负荷节点 i进行分段线性化时，先将其注入功率

Φi分为 n段：Φi0~Φi1、Φi1~Φi2、…、Φin-1~Φin。取每一

段的期望值分别为Ei1、Ei2、…、Ein。当取某点注入功

率进行分段线性化时，其余点的注入功率取期望值，

则可得到确定潮流下各负荷的注入功率（节点 i的第
j段）为：

A ij = [E1，E2，…，Eij，…，Ek ] （22）
将A ij代入到热网潮流方程进行计算，此时可以

得到确定性潮流的雅可比矩阵 J ij，对其求逆则可得

到灵敏度矩阵S ij。状态量的半不变量求解按照定义
可通过其中心矩或原点矩间接求得，本文以中心矩

为例，结合式（16）可得其中心矩具体计算公式［19］：

βν =∑
m=0

N i ∫ΔFmΔFm + 1( )SmΔFm

ν
f (ΔFm )dΔFm （23）

其中，βν为输出变量的各阶中心矩；N i + 1为分段的

次数；ΔFm为在区域 (Fm，Fm + 1 )内各负荷值减去整体

期望值；Sm为该段确定性潮流计算时所对应的灵敏

度矩阵；f ( ΔFm )为ΔFm概率密度函数。

进一步地，可以将式（23）离散化得到：

βν =∑
m=0

N i ∑
k* = 1

N j

( )SmΔFm，k*
ν 1
N ij

（24）

其中，N j为区域 (Fm，Fm + 1 )的样本个数；ΔFm，k*为第m

段的第 k*个样本；N ij为离散样本的总个数。

通过上述的计算再结合式（15）所示的半不变量

和中心矩、原点矩的关系即可求得其各阶半不变量。

本文方法最大的难点在于不同段求解半不变量时其

灵敏度矩阵不同，因此打破了半不变量法计算的齐

次性。文献［17，19-20］通过半不变量的原始定义对
其进行了重新推导，从而解决了这一难题，本文在此

基础上对公式进行了离散化处理，使得实际操作计
算更为方便。
3.4 相关性样本的获取

在含有光伏的电-热互联综合能源系统中，电负
荷与电负荷之间、热负荷与热负荷之间、电负荷与热
负荷之间都存在着很大的相关性，因此对于相关性
的考虑尤为重要。在求得具有相关性的样本之后，

则可以根据 3.3节求得其半不变量。具体的采样过

程可见文献［10］，基本步骤如下。

（1）设 n1维随机变量X = ( x1，x2，…，xn1 )，其相关

系数矩阵为 ρ，生成独立标准正态分布样本Vn1。
（2）对相关系数矩阵 ρ进行转换得到 ρ1，将新得

到的相关系数矩阵进行 Cholesky分解，得到下三角

矩阵G1满足：

ρ1 = G T1G1 （25）
（3）得到相关系数矩阵为 ρ1 的标准正态分布

样本Wn1：
Wn1 =G1Vn1 （26）

（4）通过Nataf变换得到服从相关系数矩阵为 ρ
的注入变量样本Xn1：

Xn1 =F-1 (Φnorm (Wn1 )) （27）
其中，F为随机变量X的累积分布函数；Φnorm为标准

正态分布的累积分布函数。
得到相关性样本后可根据相应公式对输入样本

进行独立性转换，并修正灵敏度矩阵，从而对输出半

不变量进行求解，具体计算公式可见文献［10］。

4 算法流程

本文建立了电-热互联综合能源系统的稳态潮

流模型，考虑到电-热互联综合能源系统中源荷存在
的不确定性，提出了基于半不变量法的 PPF计算模

型，并且对多个点采用一阶泰勒展开以达到分段线

性化的目的，从而减小半不变量线性化计算所带来

的误差，具体计算流程图见附录B中图B1。
5 算例分析

5.1 算例说明

本文测试算例采用修改的巴厘岛电-热互联综

图2 单点线性化和多点线性化下的泰勒展开

Fig.2 Taylor expansion using single-point and

multi-point linearization





第 8期 廖星星，等：基于GMM及多点线性半不变量法的电-热互联综合能源系统概率潮流分析

合能源系统［21］，其拓扑结构见附录 C中图 C1，具体
网络参数见附录C。9节点电网的总有功负荷为 1.6
MW，电网节点 4和 6分别接入光伏发电机组，每台
机组功率为 0.5 MW，功率因数取 0.96；32节点热网
的总有功热负荷为 2.54 MW；电-热互联通过 3台热
电联产机组进行耦合，选取电网节点 9为电网平衡
节点，节点 7、8为 PV节点，其余为 PQ节点，热网节
点 1为平衡节点。设置分段线性化的分段次数 n=
10。采用的测试平台为MATLAB 2012Ra。

假设电、热负荷以及光伏出力预测值为其期望
值，标准差为期望的 5%~ 20%，在此基础上生成相
应分布数据再通过GMM进行拟合，并且由于负荷之
间波动必然存在较大的相关性，因此本文考虑其各
部分的相关性如下：热负荷与热负荷和电负荷之间
的相关系数分别为 0.6、0.5，电负荷与热负荷和电负
荷之间的相关系数分别为0.5、0.4。
5.2 有效性验证

采用 10 000次的MCS法模拟结果作为基准值，
将采用本文方法所得结果与其进行对比，求出相对
误差指标和方差和的根均值（ARMS）指标。

（1）相对误差指标。

εxη =| ηxMPL - ηxMCηxMC | （28）
其中，εxη为相对误差指标；ηxMPL为采用MPLCM法所

得结果；ηxMC为采用MCS法所得基准值；x为输出变

量（本文主要考虑电网电压和热网流量）；η为随机

数字特征（本文主要考虑期望和标准差）。
（2）ARMS指标。

ξγ =
∑
i=1

N

( )CγMPLi - CγMCi
N

（29）
其中，ξγ为ARMS指标；CγMPLi和CγMCi分别为采用多点

线性法和MCS法所得输出变量上第 i个点的值；N为
概率分布函数上的取点数。

表 1给出了电网电压 V和热网流量m均值和标
准差的相对误差 εxμ.mean、εxσ.mean和最大误差 εxμ.max、εxσ.max，
将采用单点线性半不变量法 SPLCM（Single-Point
Linear Cumulant Method）和MPLCM所得结果的误
差进行对比。其结果表明使用MPLCM大幅地提高
了计算结果的精度，特别是对于标准差的计算，采用
MPLCM时的最大误差为 5.78%，而采用 SPLCM时计

算最大误差达到了 36.7%，可见所提方法极大地提
高了输出变量统计数字特征的精度。

表 2给出了不同输出变量ARMS指标的平均值
ξ γmean和最大值 ξ γmax，样本数的取样点N=100。可见采

用MPLCM时的 ARMS值最大值为 0.860%，而采用
SPLCM时的ARMS值最大值为 2.792%，表明所提方
法极大地提高了输出变量概率分布的精度。

分析表 1和表 2的数据可知，当采用MPLCM计
算时，其计算结果精度明显高于 SPLCM，充分体现
了本文所提方法在电-热互联综合能源系统的 PPF
计算中能准确反映其概率分布特性。选取节点 3和
管道 13-14（测试误差最大），得到其节点电压和管
道流量的概率密度函数和分布函数分别如图 3、4所
示。图中电压为标幺值，后同。从图中也可以清晰
地看到采用MPLCM时计算的准确性。在计算时间
方面，采用MPLCM时的计算时间为 7.56 s，而采用
MCS法时的计算时间为 365.66 s，这保证了PPF计算
的快速性。同时，附录D中表D1和表D2给出了部
分节点电压和管道流量的前七阶半不变量采用
SPLCM和MPLCM时的计算结果及其与MCS法的误
差对比。

5.3 电负荷波动对热网的影响

不断增大电负荷的波动，得到此时热网状态变
量的概率密度曲线和概率分布曲线。其部分管道流

表2 输出变量的ARMS指标

Table 2 ARMS indexes of output variables

输出
变量

V
m

ξ γmean
SPLCM
1.386
0.613

MPLCM
0.521
0.075

εγmax
SPLCM
2.792
1.178

MPLCM
0.860
0.184

图3 节点3的电压概率分布

Fig.3 Voltage probability distribution of Bus 3

图4 管道13-14的流量概率分布

Fig.4 Flow probability distribution of Pipeline 13-14

表1 输出变量的相对误差指标

Table 1 Relative error indexes of output variables

输出
变量

V
m

εxμ.mean
SPL-
CM
0.148
7.490

MPL-
CM
0.063
1.350

εxμ.max
SPL-
CM
0.376
19.900

MPL-
CM
0.166
4.290

εxσ.mean
SPL-
CM
10.1
18.7

MPL-
CM
3.56
1.80

εxσ.max
SPL-
CM
14.8
36.7

MPL-
CM
5.78
5.53
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量的标准差可见附录D中图D1。由概率分布的性

质可知标准差越大则波动越大，从图中可知当电负

荷波动不断增大时，热网管道流量的标准差越大即

波动也越大。

图 5具体给出了部分管道流量概率密度曲线。

可见当给定管道波动流量的波动范围时，通过其概

率密度函数可以得到流量的越限概率，为电-热互联

综合能源系统的安全稳定运行以及相关风险评估工

作奠定基础。

5.4 热负荷波动对电网的影响

先假设电负荷不波动，逐步增大热负荷的波动，

得到此时电网状态变量的概率密度曲线。附录D中

图D2给出了除PV节点和平衡节点外所有电网节点

电压的标准差。从图中可知，当热负荷不断增大时，

电压的波动也在不断增大，同时电压波动的标准差

与热负荷波动近似呈现线性关系。

图 6具体给出了不同热负荷波动时节点 3电压

概率密度曲线。可见当热负荷波动增大时，其电压

的期望值基本保持不变，而电压的波动范围在不断

增大。若假设此时电压波动正常范围为（1±5%）p.u.，
则从图 6还可以得到随着热负荷的不断增大，其越

限概率也在不断增大，这也将为电-热互联综合能源

系统的电网风险评估问题奠定基础，其具体越限概

率可见附录D中表D3。

5.5 电-热负荷的相关性对综合能源系统的影响

随着电-热互联综合能源系统的进一步发展，其

耦合程度也越来越大，电负荷与电负荷之间、热负荷

与热负荷之间以及电-热负荷之间的相关性也变得

越来越不可忽视，在此研究背景下，本文假设以下 4
个场景：场景1，ρ1=ρ2=ρ3=0；场景2，ρ1=ρ2=0.5，ρ3=0.3；
场景3，ρ1=ρ2=0.7，ρ3=0.5；场景4，ρ1 =ρ2 =0.8，ρ3 =0.7。
其中，ρ1为电负荷之间的相关性；ρ2为热负荷之间的

相关性；ρ3为电负荷与热负荷之间的相关性。

图 7和图 8分别为在不同场景下的电压和流量

标准差。图 7中的纵坐标为标幺值。由图可知，电-

热负荷之间的相关性越强时，电压波动越剧烈，热网

流量波动也越剧烈。这表明当电-热负荷相关性很

强时，即电负荷处于高峰，热负荷也处于高峰，此时

将造成电压和管道流量的波动增大，大幅增加了越

限风险，这将给电-热互联综合能源系统造成重大影

响，因此，在电网安全运行方面需足够重视此类

场景。

6 结论

本文提出了电-热互联综合能源系统各状态变

量 PPF的半不变量计算模型，在此基础上运用多点

线性的方法提高了半不变量法计算的精度，同时计

及电-热负荷之间的相关性，得到了如下结论：

（1）所提的基于MPLCM计算电-热互联综合能

源系统PPF具有有效、准确、快速的特点；

（2）考虑电-热系统之间互相的影响，当电负荷

波动不断增大时，热网支路流量波动也将不断增大，

当热负荷波动不断增大时，电网电压波动也不断

图5 管道13-14的流量概率分布

Fig.5 Flow probability distribution of

Pipeline 13-14

图6 节点3的电压概率密度分布

Fig.6 Voltage probability distribution of Bus 3

图7 不同场景下的电压标准差

Fig.7 Voltage standard deviation under

different scenes

图8 不同场景下的管道流量标准差

Fig.8 Pipeline flow standard deviation under

different scenes
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增大；

（3）考虑电-热负荷之间的相关性，当其相关性

不断增加时，热网支路流量以及电网电压波动也将

不断增大；

（4）所提方法可快速有效地计算出电-热互联综

合能源系统中相关变量的概率密度函数，这可以为

电-热互联综合能源系统的风险评估、优化调度提供

依据。

附录见本刊网络版（http：∥www.epae.cn）。
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Probabilistic power flow analysis of integrated electricity-heat energy system
based on GMM and multi-point linear cumulant methond

LIAO Xingxing1，WU Yi2，WEI Zhinong1，HU Wei2，YANG Zijun2，SUN Guoqiang1，ZANG Haixiang1
（1. College of Energy and Electrical Engineering，Hohai University，Nanjing 211100，China；

2. State Grid Jiangsu Electric Power Co.，Ltd.，Nanjing 210024，China）
Abstract：A multi-point linear cumulant method based on GMM（Gaussian Mixture Model） considering corre⁃
lation is put forward to calculate the integrated electricity-heat energy system PPF（Prababilistic Power
Flow）. The power flow model of integrated electricity-heat energy system is constructed，and the source-
load uncertainty model of the system is proposed using GMM. In view of the uncertain output variables，
the calculation method of integrated electricity-heat energy system PPF based on cumulant method is pro⁃
posed，thus the probability density functions of related output state variables are calculated quantitatively．
The multi-point linear method is adopted to overcome the large linearization error owing to the nonlinear
problem of integrated electricity-heat energy system. Moreover，the proposed PPF method further considers
the correlation between electric and thermal loads．Finally，the Cornish-Fisher series expansion is used to
fit the probability distribution of state variables. The proposed method is proved to be fast，accurate and
practical in the modified Bali integrated electricity-heat energy system case.
Key words：integrated electricity-heat energy system；Gaussian mixture model；prababilistic power flow；cumu⁃
lant method；multi-point linear；correlation
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附  录 

附录 A 

假设随机变量 x 的均值和标准差分别为 μ和 σ，则 δ=(x-μ)/σ。则其标准化后的概率概率密度函数为： 

2 3

3 4

3 2 4 2
53

1 1
( ) ( ) ( ) 1 ( ) 3 ( )

6 24

1 1
2 ( ) 5 ( ) ( ) 6 ( ) 3

36 120

f           

         

           

          

 

其中， ( )  为标准正态分布的概率密度函数；γ 为 δ 的各阶半不变量。求得概率密度函数后，即可用

-
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 求得分布函数。 

附录 B 

 

电-热系统负荷和分布式电源及系统基础数据

利用式(25)-(27)获得相关

性样本，样本规模k*n

分段线性半不变

量法

第i个节点分段

线性时第j段

j>n

i>k

否

是

否

是

电力系统输出：
节点电压，支路

有功概率分布

热力系统输出：
管道流量，节点

温度概率分布

输入模块

计算模块

输出模块

采用GMM拟合电热负荷

概率分布

 

 

图 B1 概率能量流计算流程图 

Fig.B1 Flowchart of probabilistic energy flow 

附录 C 

 
图 C1 巴厘岛电-热互联综合能源系统图 

Fig.C1 Bali electric interconnected integrated energy system 

 



电网中，基准功率为 1 MW，基准电压为 6 kV，电网参数见表 C1、表 C2。热网中，热源供水温度为 70℃，

负荷回水温度为 30 ℃。水的运动粘度 60.294 10  
 

m/s，水密度 958.4 
 

kg/m3。热网参数见表 C3、表

C4。 

表 C1 电力网络线路参数 

Table C1 Power network line parameters 

线路 

编号 

线路 

起点 

线路 

终点 
电阻/pu 电抗/pu 

1 1 2 0.0003524 0.0001719 

2 2 3 0.0002304 0.0001124 

3 3 4 0.0003117 0.0001521 

4 4 8 0.0004337 0.0002116 

5 8 5 0.0002711 0.0001322 

6 5 6 0.0002169 0.0001058 

7 6 7 0.0003524 0.0001719 

 

表 C2 确定性潮流时电负荷功率 

Table C2 Definitive current load power 

节点编号 负荷/MW 节点编号 负荷/MW 

1 0.2 5 0.2 

2 0 6 0.2 

3 0.5 7 0 

4 0.5 8 0 

 

表 C3 确定性潮流时热负荷功率 

Table C3 Definitive current heat load power 

节点编号 负荷/MW 节点编号 负荷/MW 

1 0 17 0.0805 

2 0 18 0.0805 

3 0.107 19 0 

4 0.145 20 0.0805 

5 0 21 0.0805 

6 0.107 22 0 

7 0.107 23 0.107 

8 0.107 24 0.107 

9 0.107 25 0 

10 0.107 26 0.107 

11 0.145 27 0.107 

12 0.107 28 0 

13 0 29 0.107 

14 0.0805 30 0.107 

15 0 31 0 

16 0.0805 32 0.3797 

 

 

 

 

 

 



表 C4 热力网络线路参数 

Table C4 Thermal network line parameters 

管道 
管道

起点 

管道

终点 

长度
/m 

直径/ 

m 

传热系数

/(W·mK
-1

) 

粗糙

度/cm 

1 1 2 257.6 0.125 0.321 0.4 

2 2 3 97.5 0.040 0.210 0.4 

3 2 4 51.0 0.040 0.210 0.4 

4 2 5 59.5 0.100 0.327 0.4 

5 5 6 271.3 0.032 0.189 0.4 

6 5 7 235.4 0.065 0.236 0.4 

7 7 8 177.3 0.040 0.210 0.4 

8 7 9 102.8 0.040 0.210 0.4 

9 7 10 247.7 0.040 0.210 0.4 

10 5 11 160.8 0.100 0.327 0.4 

11 11 12 129.1 0.040 0.210 0.4 

12 11 13 186.1 0.100 0.327 0.4 

13 13 14 136.2 0.080 0.278 0.4 

14 14 15 41.8 0.050 0.219 0.4 

15 15 16 116.8 0.032 0.189 0.4 

16 15 17 136.4 0.032 0.189 0.4 

17 14 18 136.4 0.032 0.189 0.4 

18 14 19 44.9 0.080 0.278 0.4 

19 19 20 136.4 0.032 0.189 0.4 

20 19 21 134.1 0.032 0.189 0.4 

21 19 22 41.7 0.065 0.236 0.4 

22 22 23 161.1 0.032 0.189 0.4 

23 22 24 134.2 0.032 0.189 0.4 

24 22 25 52.1 0.065 0.236 0.4 

25 25 26 136.0 0.032 0.189 0.4 

26 25 27 123.3 0.032 0.189 0.4 

27 25 28 61.8 0.040 0.210 0.4 

28 28 29 95.2 0.032 0.189 0.4 

29 28 30 105.1 0.032 0.189 0.4 

30 31 28 70.6 0.125 0.321 0.4 

31 31 7 261.8 0.125 0.321 0.4 

32 32 11 201.3 0.125 0.321 0.4 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



附录 D 

表 D1 部分节点电压前七阶半不变量 

Table D1 The first seven CM of Partial nodal voltage 

节点 MCS SPLCM 误差/% MPLCM 误差/% 

节 

点 

2 

一

阶 
1.0228 1.0248 0.195 1.0238 0.097 

二

阶 
2.38E-05 2.76E-05 16.10 2.41E-05 1.330 

三

阶 
-9.11E-08 -9.51E-08 4.394 -9.21E-08 1.097 

四

阶 
-1.01E-10 -1.25E-10 24.12 -1.10E-10 8.940 

五

阶 
6.91E-12 6.51E-12 5.791 6.92E-12 0.144 

六

阶 
-8.47E-13 -8.57E-13 1.183 -8.51E-13 0.471 

七

阶 
-1.04E-15 -1.37E-15 31.72 -1.27E-15 22.11 

节 

点 

4 

一

阶 
1.0408 1.0458 0.480 1.0418 0.096 

二

阶 
4.49E-05 4.88E-05 8.652 4.59E-05 2.228 

三

阶 
-1.01E-07 -1.10E-07 8.934 -1.02E-07 1.086 

四

阶 
-8.31E-10 -8.91E-10 7.217 -8.41E-10 1.202 

五

阶 
2.66E-11 2.96E-11 11.29 2.57E-11 3.280 

六

阶 
-3.02E-12 -3.92E-12 29.79 -3.12E-12 3.310 

七

阶 
-9.80E-15 -9.08E-15 7.358 -9.90E-15 1.020 

节 

点 

6 

一

阶 
1.0519 1.0596 0.734 1.0521 0.021 

二

阶 
1.83E-05 1.93E-05 5.460 1.85E-05 1.092 

三

阶 
6.63E-08 6.00E-08 9.465 6.75E-08 1.809 

四

阶 
-7.22E-11 -6.92E-11 4.155 -7.19E-11 0.434 

五

阶 
-4.44E-12 -4.94E-12 11.26 -4.58E-12 3.110 

六

阶 
-5.03E-13 -5.31E-13 5.565 -5.13E-13 1.987 

七

阶 
5.07E-16 5.74E-16 13.35 5.27E-16 3.946 

 

 

表 D2 部分管道流量前七阶半不变量 

Table D2 The first seven CM of Pipe flow 

节点 MCS SPLCM 误差/% MPLCM 误差/% 

管

道
7 

| 

8 

一

阶 
0.6200 0.6201 0.014 0.6200 0.001 

二

阶 
0.0171 0.0192 12.27 0.0170 0.586 

三

阶 
-2.17E-05 -2.29E-05 5.538 -2.19E-05 0.923 

四

阶 
-4.00E-05 -4.60E-05 14.99 -4.10E-05 2.498 

五

阶 
-4.48E-07 -5.48E-07 22.33 -4.39E-07 1.965 

六

阶 
-4.31E-08 -4.51E-08 4.639 -4.41E-08 2.319 

七

阶 
-7.36E-08 -9.96E-09 86.46 -7.96E-08 8.146 



管

道
11 

| 

13 

一

阶 
6.9462 6.8626 1.203 6.9562 0.143 

二

阶 
1.0608 1.2608 18.85 1.0708 0.942 

三

阶 
0.2530 0.2830 11.85 0.2630 3.952 

四

阶 
0.0166 0.0196 18.06 0.0156 6.022 

五

阶 
-4.37E-05 -4.57E-05 4.577 -4.47E-05 2.288 

六

阶 
-8.97E-07 -8.70E-07 3.010 -8.60E-07 4.125 

七

阶 
-7.32E-09 -8.12E-09 10.92 -7.42E-09 1.365 

管

道
22 

| 

24 

一

阶 
0.6115 0.6258 2.329 0.6194 1.291 

二

阶 
0.0167 0.0177 5.885 0.0168 0.603 

三

阶 
-3.58E-05 -4.58E-05 27.94 -3.66E-05 2.217 

四

阶 
1.42E-05 1.32E-05 7.017 1.47E-05 3.508 

五

阶 
5.16E-06 5.52E-06 6.859 5.26E-06 1.937 

六

阶 
-4.15E-06 -4.52E-06 8.735 -4.95E-06 19.26 

七

阶 
-1.65E-07 -1.75E-07 6.066 -1.65E-07 0.153 

注：MCS 代表蒙特卡洛模拟的结果，SPLCM 代表单点线性化结果，MPLCM 代表多点线性化结果，其误差公式可见正文

式(28)。 

 

图 D1 电负荷波动对热网流量标准差的影响 

Fig.D1 Influence of power load fluctuation on the standard deviation of heat network flow 

 

图 D2 热负荷波动对电压标准差的影响 

Fig.D2 Influence of heat load fluctuation on the standard deviation of voltage 

 

表 D3 节点 3 电压越限概率 

Table D3 Voltage crossover probability of bus3 

热负荷波动 ±1% ±5% ±10% ±15% ±20% 

越限概率/% 4.87 16.37 20.23 25.40 31.12 
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