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摘要：电气化铁路牵引负荷受众多随机因素的影响，较难用已知的参数估计模型来统一描述其概率模型。直

方图是最简单直观且应用最广泛的一种非参数估计方法，但由其得到的概率密度形状极易受箱宽（或箱数）

的影响。为得到牵引负荷概率分布的最佳直方图，提出一种基于最优箱宽建立其概率模型的直方图方法。

由 Poisson点事件构造直方图，通过平均积分平方误差定义价值函数，利用 Sturges规则和平均移位直方图思

想计算最优箱宽。采用 3种不同采样间隔的牵引变电所负荷测试数据，通过概率分布形状和后验检验，与 4
种传统计算直方图箱宽的经验规则方法进行比较，验证了所提方法的有效性、适应性和稳健性。
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0 引言

电气化铁路牵引变电所负荷是移动的大功率单
相冲击性电力负荷，列车在运行过程中受到行车组
织、线路条件和自然环境等因素的影响，具有很强的
随机性和波动性。若能得到牵引负荷的概率密度函
数（PDF），则能很容易得到其期望、方差和各阶矩等
数字特征量。这对刻画牵引负荷的随机性和波动
性，以及分析牵引负荷对电网的影响具有重要意义。

估计概率密度的方法可分为参数估计和非参数
估计［1］。文献［2-5］分别采用正态分布、Beta分布、
Lognormal分布和多项式函数等已知分布模型拟合
了牵引负荷的概率模型。文献［6］基于大量实测数
据，采用 Origin 软件通过分段曲线拟合方法对
CRH2-200型动车组建立了谐波源概率模型。文献
［7］基于实测数据利用模拟退火算法进行参数辨识，
建立了牵引变电所有功功率和无功功率分布的概率
模型。基于已知分布模型的密度估计和参数辨识的
方法都属于基于模型的参数估计法，参数模型的优
势在于其灵活性且具有数学表达式，但对于随机性、
冲击性和复杂性较强的牵引负荷，参数估计法建立
牵引负荷的概率模型时较难得到满意的结果［8-9］。
而非参数估计方法对数据分布不依据任何假定，是
一种完全基于数据驱动机制来研究数据分布特征的

方法［10］。文献［11-13］采用核密度估计这种非参数
估计方法建立了牵引负荷的概率模型。直方图是最
早、最简单直观、应用最广泛的一种经典非参数密度
估计方法［14-15］。由于直方图表征的是观测频率和相
对频率的视觉信息，即密度函数的本质［16］。无论是
参数估计还是非参数估计方法，都会将概率密度直
方图作为其评价所建概率模型效果的参考基准，建
立最佳的概率直方图至关重要。但针对牵引负荷的
概率密度直方图的研究较少。

直方图构造受“箱宽”（或子空间宽度）和箱宽边
界位置这 2个因素的影响，箱宽边界位置的选择可
得到较好的解决，最关键的是箱宽选择问题［1，15］。
采用不同大小的箱宽（或不同数量的箱体），直方图
概率密度形状会受到很大的影响。直方图最优平滑
箱宽的选择是方差和偏差的折中，仍然是一个有难
度的工作［15-16］。由于线路条件、车型、车速等很多因
素的影响，不同牵引变电所的牵引负荷表现出不同
的概率特征。直方图提供了对真实潜在概率密度的
一致估计［17］。采用概率密度直方图建立牵引负荷的
概率分布时，如何选择最优平滑箱宽，得到方差和偏
差最佳折中的普适性方法是关键。求取直方图箱宽
大小的常用方法可分为经验规则［17-19］和基于渐近估
计的方法［20-21］。现有的这些方法的主要缺点是它们
的渐近性质不能保证其较好的性能［17］。

本文提出一种基于最优箱宽建立牵引变电所负
荷概率密度的直方图方法。利用 Poisson点事件构
造直方图，通过平均积分平方误差（MISE）定义价值
函数，结合 Sturges规则和平均移位直方图（ASH）的
思想，计算最优箱宽。以 3种不同采样间隔的牵引
变电所负荷测试数据为例，通过概率密度直方图形
状和后验检验的评价指标比较结果，验证了所提方
法的有效性、适应性和稳健性。
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1 直方图密度估计及箱宽选择问题

1.1 直方图的定义

直方图密度估计是通过样本数据构造概率密度
的非参数估计经典方法。由于直方图反映了概率密
度的本质，对于了解某一数据集分布的一般特征（如
形状、变化趋势或位置）或建议可能的概率模型，直
方图都是一种很好的方法。将随机变量取值范围的
实轴区域划分为一些大小相等的子空间（或箱），每
个子空间上估计的概率密度高度作为从端点到底边
所形成的箱（或条形框），则得到一些由直立的箱排
在一起而构成的直方图。概率密度直方图是归一化
的直方图，为了估计真实的概率密度，希望具有一个

非负且满足约束条件的密度函数 f ̂ ( x )。∫ f ̂ ( x )dx= 1 （1）
对 于 一 维 特 征 空 间 ，已 知 n 个 随 机 样 本

X1、X2、…、Xn，给出起点 x0和箱宽 h，将特征空间分割
为不相交的箱体（或子区间）。令Bj =[ tj，tj + 1 ]（j ∈ Z）
表示第 j个箱，则 tj + 1 - tj = h，其中 tj = x0 + jh。用 kj表
示落入 Bj中观测值的数量，则在点 x处的一维概率
密度直方图定义为：

f ̂h ( x ) = kjnh =
1
nh∑i= 1

n

IBj (Xi ) （2）

IBj (Xi )={1 Xi ∈ Bj

0 Xi ∉ Bj
（3）

其中，IBj (Xi )为指标函数。

可见，要估计给定 x的概率密度值，可以通过将
样本数据中与 x属于同一箱中的观测数 kj 乘以

1/ (nh )来得到 f ̂h ( x )的值。

由概率密度函数的定义可知，随机变量 x落入
Bj中的概率为：

P { x∈ Bj}= P { tj < x≤ tj + 1}= ∫
Bj

f ̂ ( x )dx= ∫
tj

tj + 1
f ̂ ( x )dx（4）

因此，P { x∈ Bj}是概率密度函数 f ̂ ( x )平滑了

（或取均值）的另一种形式，亦可通过估计 P { x∈ Bj}
来估计 f ̂ ( x )。

假设X1、X2、…、Xn独立同分布，则 n个随机样本
中有 kj个样本落入Bj中的概率服从二项分布［17］：

Pkj
= Ckjn pkj (1- p )n - kj kj = 0，1，…，n；0< p< 1 （5）

1.2 Poisson点事件构造直方图

当随机样本数量 n很大时，二项概率的计算非
常繁琐。由式（3）可知，Xi 落在 Bj 中的指标函数
IBj (Xi )的值为 1或 0。因此可以使用 Poisson定理近

似计算二项分布的概率［22］：

lim
n→+∞ Ckjn pkjn (1- pn )n - kj = λkj

kj！
e-λ （6）

其中，当n→+∞时，npn → λ。
由式（6）可知，n个随机样本中有 kj个样本落入

Bj中的概率可近似服从 Poisson分布。Poisson分布
的期望和方差均为λ。

在经典密度估计中，样本容量是固定的。在
Poisson分布假设下，样本容量可以不是固定的。因
此，由Poisson点事件构造的直方图比由具有固定数
量的样本构造的直方图具有更大的可变性。这使得
在 Poisson点过程假设下可以选择更宽泛的直方图
最优箱宽大小。随着样本数据量的增加，固定和不
固定样本容量之间的差异可以忽略不计。
1.3 直方图箱宽问题

由式（2）可知，构造直方图必须同时解决 2个问
题：箱宽的选择和箱宽边界位置的选择［1，23］。这 2个
选择中的每一个都会对所得的直方图产生较大的影
响。关于箱宽边界位置选择的问题，可以通过箱体
边界的移位对几个直方图求平均值来解决［24-25］。箱
宽的选择主要是为了控制直方图应用于数据的“平
滑”量，通常被称为平滑参数。较小的箱宽会导致不
平滑的直方图，而较大的箱宽会使直方图过度平滑。

求取箱宽大小的常用经验规则有 Scott规则、
Freedman-Diaconis规则（简称 FD规则）、Sqrt规则和
Sturges规则等［15］。经验规则简单，但是不针对任何
最优属性。经验规则是通过假设估计密度的特定特
性而得出的，因此具有一定的局限性。例如 Scott规
则和FD规则更适用于单峰的正态分布，对多峰分布
是次优的。更复杂的规则是基于对风险渐近估计的
最小化，这是交叉验证情形，或者基于对真实密度函
数平滑假设下的最优箱宽估计方法。

2 基于最优箱宽的直方图密度估计

2.1 最优箱宽计算方法

由式（2）可知，可用样本Xi在每个箱宽 h中的计
数频率来构造直方图，直方图最优平滑箱宽的选择

是方差和偏差的折中。直方图概率密度估计 f ̂h ( x )
能否较好地估计未知概率密度函数 f ( x )，可以使用

MISE进行评价［20］：

δMISE ( f ̂h )= E ( )∫( f ̂h ( x ) - f ( x ) )2dx （7）
其中，E为对观测数据不同概率密度的期望。虽然
无法直接计算MISE，但可通过样本数据估计MISE。
可将估计最优箱宽的大小转化为估计MISE的最小
值，具有最小MISE的箱宽直方图是最佳的。

将 X1、X2、…、Xn的区域 R划分为宽度均是 h的
Nh个箱（或子区间），ki表示 x在相同箱宽hi中Xi的数
量，则第 i个箱宽的直方柱高度为 ki / (nhi )，其中

hi = h。给定 h，x∈[ 0，h ]的直方柱高度预期值 θ为概

率密度函数 f ( x )的平均值，即：
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θ = 1
h ∫0h f ( x )dx （8）

θ的无偏估计为 θ̂ = k/ (nh )，这是 x∈[ 0，h ]直方柱

的经验高度，其中 k为落入 [ 0，h ]中观测值的数量。
由 f ( x )在x∈[ 0，h ]中的平均值，式（7）可表示为：

δMISE ( f ̂h )= 1h ∫0h E ( )( θ̂ - f ( x ) )2 dx （9）
δMISE ( f ̂h )进一步可以分解为两部分：

δMISE ( f ̂h )= E ( )( θ̂ - θ )2 + 1
h ∫0h ( f ( x ) - θ )2 dx （10）

式（10）第一项为样本误差，表示概率密度估计值

θ̂的随机波动；第二项为系统误差，表示在x∈[ 0，h ]内
概率密度函数 f ( x )在其平均值附近的平均波动。

用 -θ表示 f ( x )的平均值，如图 1所示。由于未

知 f ( x )与h独立，则式（10）进一步分解为：

δMISE ( f ̂h )=E ( )( θ̂-θ )2 + 1
R ∫0R ( f ( x )--θ )2 dx-(θ--θ )2（11）

由 δMISE ( f ̂h )减去式（11）中的第二项，可定义价值

函数如下：

Cn (h ) = δMISE ( f ̂h )- 1R ∫0R ( f ( x ) --θ )2 dx=
E ( )( θ̂ - θ )2 -(θ --θ )2 （12）

该价值函数Cn (h )是通过直接分解MISE得到的

风险函数，其第一项为样本误差；第二项为理想直方
图的方差，它是未知的。预期均值 θ不能直接得到，

但可用观测估计值 θ̂替换 θ。采用无偏估计量E ( θ̂ ) =
θ的分解规则，则有：

E ( )( θ̂ - E ( θ̂ ) )2 = E ( )( θ̂ - θ )2 +(θ --θ )2 （13）
其中，E ( )( θ̂ - E ( θ̂ ) )2 为所求直方图的方差。

从而，可将价值函数Cn (h )化简为：

Cn (h ) = 2E ( )( θ̂ - θ )2 - E ( )( θ̂ - E ( θ̂ ) )2 （14）
由 θ̂ = k/ (nh )，结合均值-方差关系得：

E ( )( θ̂ - θ )2 = E ( θ̂ ) / (nh ) （15）
由式（6）可知，n个随机样本中有 k个样本落入

箱宽 h中的概率可近似服从 Poisson分布，则有 Pk =(θnh )ke-θnh /k！，其期望和方差均为 θnh。设样本数总

量为N t，从而有：

Cn (h ) = 2nh E ( θ̂ ) - E ( )( θ̂ - E ( θ̂ ) )2 = 2
-K- V
(nh )2 （16）

-K= 1
N t
∑
i= 1

Nt
ki （17）

V = 1
N t
∑
i= 1

Nt (ki - -k )2 （18）
由式（16）可知，由 2倍样本误差减去所求直方

图方差所表示的价值函数Cn (h )，转化成了价值函数

Cn (h )由样本均值-K、样本方差 V、样本量N t和箱宽 h
所决定的关系。求相邻价值函数差值 ΔCn (h ) =
Cn_v (h ) - Cn_v +1 (h )的最小值，其中 v= 1，2，⋯，N t - 1，
可得到最优箱宽h*：

h* = argmin
h
ΔCn (h ) （19）

可见，在相邻价值函数差值最小的情况下，本文
所提方法得到的最优箱宽由样本均值、样本方差和
样本量决定。从而最优箱数N *

h 为：

N *
h =[R/h* ] （20）

其中，[ ]表示取整，可通过N *
h 分析箱数对概率密度

直方图的影响。
2.2 选择最优箱宽的步骤

为了降低计算复杂度，本文引入 Sturges 规
则［16，26］，通过初始箱数定义箱宽矢量，可以提高寻优
速度。而且，利用ASH的思想［24-25］建立移位等分箱
宽，不仅可以避免直方图原点选择问题，而且可以在
分层的箱宽矢量中找到更精细的最优箱宽。

求得最优箱宽后，可以通过式（2）得到概率密度
直方图。求解最优箱宽h*的具体步骤如下。

（1）建立箱宽矢量。剔除异常数据，对样本观测
值 X1、X2、…、Xn的非重复值进行排序。设 R=Xmax -
Xmin。采用最常用的 Sturges规则，计算初始箱数N0 =
1+ log2n。令箱数向量N =[ 2，3，⋯，N0 ]，则箱宽向量

h = R/N =[ R/2，R/3，⋯，R/N0 ]。
（2）计算移位等分箱宽。对箱宽向量 h空间中

每个箱宽 hV构造支集 Si ={ [ 0，hi )}，其中 i= 1，2，…，

N0 - 1。令 δi = hi /M (M > 0)，对每个支集 Si 进行移

位等分为 M个子区间以得到更精细的网格 Bi，j =
[ j δi， )( j + 1) δi ，其中 i= 1，2，⋯，N0 - 1 且 j = 0，1，⋯，

M-1。如，将[ 0，hi )分为Bi，0 =[ 0，δi )、Bi，1 =[ δi，2δi )、…、

Bi，M - 1 =[ (M - 1) δi，Mδi )=[ (M - 1) δi，hi )，那么有 M 个

覆盖 Bi，0的移位等分箱宽 hij = jδi。取移位等分箱宽

的区间数M = 200。
（3）对 x落入箱宽子区间Bi，j的样本观测值进行

计数，即频数 kij。
（4）根据式（17）和式（18）分别计算每个箱宽中

频数 kij的期望和方差。
（5）根据式（16）计算价值函数。

图1 直方图各符号含义的示意图

Fig.1 Schematic diagram of meaning of each symbol

in histogram
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（6）求解最优箱宽，并重复步骤（3）—（5）。由式
（19）得到最优箱宽h*。
2.3 后验检验

计算箱宽大小常用的经验规则方法计算公式见
表 1，利用这些经验规则方法验证本文所提的基于
最优箱宽直方图建立牵引变电所负荷概率密度的优
劣性。表中，σ̂为样本方差；IQ为样本的 3/4分位值
与 1/4分位值的差额。为了对本文所提的最优箱宽
计算方法和已有计算箱宽的规则方法进行比较，并
评价直方图表征牵引负荷概率分布的性能，采用后验
检验定量评估直方图与数据观测分布之间的差异。

直方图构造的是离散的密度估计，而核密度估
计则等效于将直方图采用核函数进行平滑。因此将
采用高斯核函数的核密度估计所得到的牵引负荷概
率密度作为基准值。然后，利用三次样条插值获取
各种箱宽计算方法所得直方图与核密度估计基准值
相对应的概率值。采用均方根误差（RMSE）和平均
误差百分比（MAPE）进行牵引负荷直方图概率密度
的后验检验，分别如式（21）和式（22）所示。RMSE
和MAPE越小，说明牵引负荷的直方图概率密度与
数据观测分布之间的差异越小。

δRMSE = 1
Nh
∑
i= 1

Nh ( R̂hi - Rki )2 （21）

δMAPE = 1Nh
∑
i= 1

Nh | R̂hi - RkiRki |× 100% （22）
其中，R̂hi、Rki分别为牵引负荷的直方图和核密度估
计概率分布在第 i个子区间的概率密度值。

为全面评估各种箱宽计算方法下直方图概率密
度的精度，定义综合评估指标（CTI）为：

δCTI = δRMSE
δRMSE，max

+ δMAPE
δMAPE，max

（23）
其中，δRMSE，max和 δMAPE，max分别为RMSE和MAPE的最
大值。CTI越小，说明直方图表征牵引负荷概率分
布的效果越好。

3 算例分析

3.1 牵引变电所测试数据
通过 3种不同采样间隔的牵引负荷测试数据，

验证本文所提的基于最优箱宽直方图密度估计方法
的有效性、正确性和适应性。在固定的测试周期中，
不同的采样间隔可以得到不同的测试数据样本量，

所反映的牵引负荷特征也会不尽相同。这 3个牵引
负荷的测试数据参数如表 2所示。应当说明，空载
情况下的牵引负荷分布是一个尖峰，对建立的牵引
负荷概率模型非常不利，因此需先将空载牵引负荷
忽略，只考虑带电情形［3］。由空载时的样本量除以
牵引负荷在一个周期的总样本量就可确定空载率。

Case 1：某普速电气化铁路运行的交直型和交
直交型电力机车的功率因数分别为 0.81、0.97以上，
额定电流分别为 175、350 A。采用 Fluke 1 760电能
质量测试仪对某一牵引变压器的馈线电流进行测
试，测试周期为 24 h，采样间隔为 250 ms。馈线电流
时序曲线如图 2（a）所示，可看出馈线电流具有明显
的波动性、间歇性和较高的空载率。将去除空载数
据后的馈线电流测试数据记为Case 1。

Case 2：对某高速铁路的一个牵引变电所采用
Fluke 1 760电能质量测试仪在 220 kV三相侧变压
器对有功功率进行测试，测试周期为 24 h，采样间隔
为 3 s。有功功率的时序曲线如附录中图 A1（a）所
示，可看出其除了具有较强的波动性、间歇性和较高
的空载率，还具有一定的规律性。将去除空载数据
后的该有功功率测试数据记为Case 2。

Case 3：某 220 kV变电所在给某高速铁路牵引
站供电的同时，也给电力变压器提供电源。牵引变压
器容量为25 MV·A，电气参数为（220±2×2.5%）kV／
（2×27.5）kV。电力变压器容量为 4 MV·A，电气参
数为（220±2.5%）kV／10 kV。采用Fluke 1760电能
质量测试仪在 220 kV三相侧变压器对有功功率进
行测试，测试周期为 24 h，采样间隔为 10 s。有功功
率的时序曲线见附录中图A2（a），由于含有电力变
压器的负荷的间歇性和空载率不是很明显，因此不
去除空载数据。将该有功功率测试数据记为Case 3。
3.2 最优箱宽和最优箱数结果

采用本文的最优箱宽直方图密度估计和表 1所
示的 4种经验规则方法，计算Case 1、Case 2和Case 3
下牵引负荷概率密度直方图的最优箱宽和最优箱数
如表 3所示。对于 Scott、FD和 Sqrt规则所得的最优
箱宽和最优箱数，Case 1的结果明显大于 Case 2和
Case 3的，而 Case 2和 Case 3的结果很相近。对于
Sturges规则所得的最优箱数，3个算例下的结果都

很接近，而且箱数都在 20以内。这是由于样本极差

表1 求取箱宽常用规则方法的计算公式

Table 1 Calculation formulas of bin width for

commonly used rules

规则方法

Scott规则

FD规则

计算公式

3.5σ̂N -1/3t
2IQ N -1/3t

规则方法

Sqrt规则

Sturges规则

计算公式

N t
1 + log2N t

表2 牵引负荷测试数据参数

Table 2 Parameters of traction load test data

序号

1
2
3

牵引负荷数据

Case 1（采样间隔为250 ms）
Case 2（采样间隔为3 s）
Case 3（采样间隔为10 s）

样本量

186498
（去除空载数据后）

9007
（仅牵引工况部分）

8640

样本极差

557.50
21.86
18.52
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不同，通过最优箱宽 h*得到的最优箱数N *

h 有较大的
区别。箱数过多，直方图概率密度就会过于集中，这
会导致直方图概率密度不平滑性；箱数过少，直方图
概率密度就会过于平滑，而掩盖样本信息。结合式
（16）和式（19），本文方法所得的最优箱宽是在相邻
价值函数差值最小的情况下，由样本均值、样本方差
和样本量所决定。由表 2可知，不同牵引负荷测试
数据的样本量和样本极差有较大的不同。由表 3可
知，本文方法所得的最优箱宽和最优箱数对不同的
采样间隔、样本量和样本极差具有一定的稳健性。

3.3 牵引负荷最优直方图
从图 2（a）、图 A1（a）和图 A2（a）可以看出，这 3

个算例的牵引负荷时序曲线各具特点。以核密度估
计所得的牵引变电所负荷概率密度作为基准，采用
本文所提方法和表 1所示的 4种经验规则方法，分别
建立Case 1、Case 2和Case 3牵引负荷的概率模型。

（1）Case 1的牵引负荷最优直方图。
图 2（b）为 Scott、FD、Sqrt、Sturges规则和本文方

法所得的Case 1馈线电流的直方图概率密度。由图
可见，FD和 Sqrt规则直方图具有分布过度集中的现
象，所表征的概率密度体现了过多的细节而不够平
滑；Sturges规则直方图只保留了 1个波峰，相比其他
方法直方图具有一高一低 2个波峰，其所表征的概
率密度过于平坦，过度丢失了 Case 1馈线电流的概
率分布信息；Scott规则和本文方法直方图能较好地
直观看出Case 1馈线电流概率分布情况，但 Scott规
则直方图更加密集而平滑性较差。因此，本文方法
所建立的Case 1馈线电流直方图在概率密度形状方
面优于表1中的4种规则方法。

（2）Case 2的牵引负荷最优直方图。
附录中图 A1（b）为 Scott、FD、Sqrt、Sturges规则

和本文方法所得的Case 2有功功率的直方图概率密
度。由图可见，除了 Sqrt规则直方图存在明显的过
度集中而不平滑外，Scott、FD、Sturges规则和本文方
法所得的直方图都能直观地表征出Case 2牵引工况
下有功功率的概率密度，但仍有一定的区别。从表
3可以看出，Scott和 FD规则得到的最优箱宽和最优
箱数比较接近，而 Sturges规则和本文方法得到的最

优箱宽和最优箱数很接近。图A1（b）中，Scott和 FD
规则所得的直方图概率密度较相似，而 Sturges规则
和本文方法所得的直方图概率密度较相似。

（3）Case 3的牵引负荷最优直方图。
附录中图 A2（b）为 Scott、FD、Sqrt、Sturges规则

和本文方法所得的Case 3有功功率的直方图概率密
度。由于 Case 3未去除空载牵引负荷，各直方图在
空载值处存在明显的尖峰。从直方图概率密度的形
状来看，Sqrt、Sturges规则所得的有功功率直方图概
率密度分别表现为不平滑和过度光滑；Scott规则和
本文方法直方图比较接近；FD规则直方图能够描述
Case 3的概率分布，但在 0值处的概率密度明显高于
Scott规则和本文方法直方图。

综上可见，Sqrt规则总是存在概率密度过度集
中的缺点；Sturges规则可能会存在概率密度过于平
滑而丢失样本数据信息的缺点；Scott规则和FD规则
得到的直方图概率分布可以接受，但可能存在密集
现象；本文方法得到的直方图均能较好地表征出这
3种牵引负荷不同特性的概率分布，可见本文方法
描述不同的牵引负荷概率分布具有较好的适应性。
3.4 后验检验结果

由 2.3节中后验检验的比较方法，对于子区间数
分别为 200和 400的后验检验指标结果如表 4所示。

表3 直方图的最优箱宽和最优箱数

Table 3 Optimal bin width of histogram and optimal

number of bin

算例

Case 1
Case 2
Case 3

指标

h*

N *
h

h*

N *
h

h*

N *
h

数值

Scott
规则

3.6611
152
0.5343
40

0.4070
45

FD
规则

1.9516
285
0.4642
47

0.3235
57

Sqrt
规则

1.2905
432
0.2301
95

0.1991
93

Sturges
规则

29.3421
19
1.4574
15
1.2343
15

本文
方法

12.8336
44
1.4283
16
0.6437
29

图2 Case 1牵引负荷及其最优箱宽直方图

Fig.2 Traction load of Case 1 and its optimal

bin width histogram
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Sqrt规则的 CTI值均为 2，由于 RMSE和MAPE的最
大值均受 Sqrt规则的 RMSE和 MAPE的影响，而
Scott、FD、Sturges规则和本文方法的CTI值随着区间
数的增加而有所变大。除了Case 1中 Sturges规则的
MAPE最小（略小于本文方法的MAPE），对于Case 2
和Case3，本文方法的MAPE均是最小的。

3个算例下，相比 Scott、FD、Sqrt和 Sturges规则，
本文方法得到的RMSE和CTI值均是最小的。这说
明本文方法的最优直方图所描述的牵引变电所负荷
概率分布与数据观测分布（即核密度估计分布）之间
的差异最小。对照区间数M分别为 200和 400的后
验检验指标，可看出4种规则和本文方法的RMSE和
MAPE均随着区间数的增大而降低，这说明考虑的
样本信息越多，得到的精度越高。该结果验证了本
文所提最优箱宽直方图密度估计方法的有效性和准
确性。图 2、图A1和图A2的比较结果也表明了本文
方法所得的最优直方图能较好地表征不同类型牵引
负荷的概率特性，具有较好的适应性。

4 结论

采用传统直方图表征的牵引负荷概率密度极易
受箱宽（或箱数）大小的影响，本文提出了基于最优
箱宽直方图建立牵引负荷概率密度的方法。利用
Poisson点事件构造直方图，通过MISE定义价值函
数，结合 Sturges规则和移位等分箱宽方法，在相邻
价值函数差值最小的情况下，本文方法所得的最优
箱宽由样本均值、样本方差和样本量决定。Sturges
规则定义初始箱数和箱宽矢量，可降低复杂度和提高
寻优速度。移位等分箱宽方法不仅可以避免直方图
原点选择问题，而且可以在分层的箱宽矢量中找到更
精细的最优箱宽。通过 3种不同采样间隔的牵引变
电所负荷测试数据，以 Scott、FD、Sqrt和 Sturges这 4
种经验规则作为比较方法，以核密度估计所得的牵
引负荷概率密度分布作为基准，通过RMSE、MAPE
及 CTI等指标后验检验，结果验证了基于最优箱宽
直方图密度估计方法的有效性、适应性和稳健性。

所提方法也可扩展至其他领域的直方图概率建模。

附录见本刊网络版（http：∥www.epae.cn）。
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本文方法

Scott规则

FD规则

Sqrt规则

Sturges规则

本文方法

Case 1
RMSE
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0.0484
0.1217
0.0030
0.0018
0.0040
0.042 2
0.104 7
0.002 9
0.001 8

MAPE
7.46×103
7.96×104
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Load probability modeling method of traction substation based on
optimal bin width histogram

CHE Yulong1，2，WANG Xiaoru2，LÜ Xiaoqin2，KANG Yongqiang3
（1. School of Automation and Electrical Engineering，Lanzhou Jiaotong University，Lanzhou 730070，China；

2. School of Electrical Engineering，Southwest Jiaotong University，Chengdu 611756，China；
3. School of New Energy and Power Engineering，Lanzhou Jiaotong University，Lanzhou 730070，China）

Abstract：As the traction load in electric railway is affected by many random factors，it is difficult to uni⁃
formly describe the load probability model by the known parameter estimation models. Histogram is the
simplest，most intuitive and widely used non-parametric estimation method，but the shape of the probability
density obtained from histogram is extremely susceptible to bin width（or bin number）. In order to obtain
the optimal histogram of traction load probability density，a histogram method based on the optimal bin
width is proposed to build its probability model. The histogram is constructed by Poisson point events，the
value function is defined by mean integrated squared error，and the optimal bin width is calculated by Stur⁃
ges rule and the average shift histogram idea. Based on the load test data of traction substations with
three different sampling intervals，through the shape of probability distribution and the posterior test，the vali-
dity，adaptability and robustness of the proposed method are verified by comparing with four traditional
empirical rule methods for bin width calculation.
Key words：traction load；probability model；histogram；value function；optimal bin width；average shift
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附录 

 

(a) Case 2 有功功率时序曲线 

 

(b) 直方图 

图 A1  Case 2 牵引负荷及其最优箱宽直方图 

Fig.A1  Traction load of Case 2 and its optimal bin width histogram 



 

(a) Case 3 有功功率时序曲线 

 

(b) 直方图 

图 A2  Case 3 牵引负荷及其最优箱宽直方图 

Fig.A2  Traction load of Case 3 and its optimal bin width histogram 
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