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0 引言

半定规划 SDP（SemiDefinite Programming）是线
性规划的一种推广，它是在满足约束“对称矩阵的仿
射组合半正定”的条件下使线性函数极大（极小）化
的问题。 目前为止，已有学者对 SDP 在电力系统优
化调度中的应用作了初步研究，文献［1］使用 SDP
算法来求解中期水火电力系统调度问题，得到了较
好的结果。 文献［2鄄3］针对机组组合模型中存在 0 ／ 1
整数变量的特点，引入一种整数约束条件，同时将目标
函数和各种约束条件转换成变量的二次形式，最后
采用对偶变尺度算法对得到的 SDP 模型进行求解。
SDP算法与拉格朗日松弛法［4］和传统分支定界法［5］将
机组给合（UC）模型分割成上下层循环迭代求解不
同，它属于一种直接求解算法，尤其是在考虑网络安
全约束情况下，可将所有约束化成相应的半定矩阵
形式后使用内点法求解。

内点 SDP 存在以下 2 个问题：所需内存较大，
由于每个约束条件均对应一个半定矩阵，随着机组
组合模型变量和规模的增加，所需的内存空间急剧
增加；内点法每次迭代中求解大规模、稀疏、半正定
线性方程组需要消耗大量时间。 针对第 1 个问题，
可利用半定矩阵对称、稀疏的特点，采用稀疏存储技
术减少所需内存。 第 2个问题归纳为解 Ax= b 所示的
大型稀疏线性方程组，解法可分为直接法和迭代法
2 类。 直接法主要是通过对系数矩阵进行变换，如

Gauss 消元、Cholesky 分解、QR 分解等，将原方程组
化为三角或三对角等容易求解的形式，然后通过回
代或追赶等方法得到方程组的解。 该方法一般能得
到准确解，但由于固有的前推回代的特点，使得很难
实现并行化，因而所需的内存与计算量均很大。 迭
代法可分为古典迭代法和 Krylov 迭代法两大类，其
中，古典迭代法有 Jacobi 迭代法、Gauss鄄Seidel 迭代
法、SOR 等。 目前很少用古典迭代法直接求解大规
模稀疏线性方程组，常结合 Krylov 迭代法来使用。
Krylov 子空间方法的主要思想是为各迭代步递归构
造残差向量，即第 n 步的残差向量 rn 通过系数矩阵
A 的某个多项式与第 1 个残差向量 r1 相乘得到。 迭
代多项式的选取应使所构造的残差向量在某种内积
意义下相互正交，从而保证某种极小性，达到快速收
敛的目的。 由于迭代法的存储开销极大减少，同时每
步迭代中只包括向量与矩阵的乘法和加法或者向量
内积运算，便于并行加速，因此成为稀疏线性方程组
并行算法研究的热点。

作 为 显 卡 上 计 算 核 心 的 图 形 处 理 器 GPU
（Graphic Processing Unit），是一种用于密集数据计算
的多核并行处理器，计算单元数量要远超过 CPU。 已
有部分学者对 GPU 在电力系统中的应用进行了研
究，并取得了一定的成果。 文献［6］把 GPU 应用到潮
流计算中，取得了一定的加速比。 文献［7鄄9］利用
GPU 实现了电力系统暂态仿真并行计算，相比传统
的串行算法取得了良好的加速比。

为提高内点 SDP 算法中大型稀疏线性方程组的
计算效率，本文提出了一种基于 GPU 的 Krylov 子空
间并行算法。 该并行算法针对系数矩阵稀疏、半正
定的特点，采用预条件处理的拟最小残差法（QMR
法），并以矩阵分块技术为基础，在 CSR（Compressed
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图 1 CPU 和 GPU 的结构设计
Fig.1 Structure of CPU and GPU

Sparse Row）存储格式下由 GPU 实现了稀疏矩阵的
Incomplete Cholesky 预处理方法和所有迭代计算。
实验分析表明，它是一种求解稀疏、对称、半正定线
性方程组的有效方法。 对 10~100 机 24 时段 6 个不
同的算例进行仿真，结果表明：本文算法是一种十
分有效的求解机组组合问题的算法，所达到的加速
效果随着算例规模的增加而更加明显。

1 机组组合问题的 SDP 模型

1.1 SDP 原理
SDP 是线性规划的推广，是一种非光滑凸优化

问题。 将现代内点法应用于 SDP 后，可保证求解诸
多凸优化问题时在多项式时间内收敛于最优解［10］。

SDP 模型的标准形式如下。
原问题：
min C·X
s.t. Ai·X=bi i=1，2，…，m

Ｘ垠0

对偶问题：
max bT y
s.t. ATy+Z=C

Z垠0，yRm

（1）

其中，Ai、C、Z 为 n×n 实对称矩阵，A=［A1 A2 … Am］T；
y 为 m 维向量；b = ［b1 b2 … bm］T；“垠”表示左侧矩
阵为半正定矩阵，即该矩阵的特征根均大于等于 0；

“·”为迹运算符，即 C·X=鄱
i＝1

�n
鄱
j＝1

n
CijXij。

比较成熟的 SDP 内点法有原始对偶内点法及
对偶变尺度法等，本文所采用的不可行内点法属于
前一类，可把一个不在可行域内的解作为初始解进
行迭代运算，简化了初始化计算。
1.2 不可行内点法

求解式（1）所示的 SDP 原问题等价于求解其对
偶问题的对数障碍问题，其一阶 KKT 最优条件为：

A·X=b
ATy+Z=C
XZ=

=
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（2）

其中，X、Z垠0，用 XZ= μI 代替式（2）中第 3 式（μ 为
障碍因子，随着 μ 0，X、Z 的值为相应的最优值），
并利用泰勒级数进行展开，得到以下线性系统：

A·ΔX =b-A·X
ATΔy+ΔZ=C-ATy-Z
ΔXZ+XΔZ=μI-X

=
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%
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X
%
%
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& Z

（3）

对式（3）进行求解便可得到 X、y 和 Z 的搜索方
向（ΔX，Δy，ΔZ）。 但是直接求解得到的 ΔX 不是对称
矩阵，需引入对称化算子对式（3）中的第 3 式进行处
理，算子如下［11］：

Hp（V）= ［PVP-1+ （PVP-1）T］ ／ ２ （4）
其中，V 为需进行对称化处理的矩阵；P 表示不同的
搜索方向，本文取 P=Z-1 ／2。

得到：
AΔX= rp=b-AX
ATΔy+ΔZ=Rd=C-ATy-Z
EΔX+FΔZ=Rc=

svec（σμI-Hp（smat（X）smat（Z））

=
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%
%
%
%
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%
& ）

（5）

其中，E=P-TZ塥sP，F=PX塥sP-T，塥s 为对称克劳内
特积运算；svec 表示将对称矩阵转化为向量的运算，
smat 为逆运算 svec 运算的逆运算，表示将向量转化
为对称矩阵。 消去式（5）中的 ΔX 和 ΔZ 可得：

GΔy=h （6）
其中，G=AE-1FAT，h= rp-AE-1（Rc-FRd）。 求解线性
方程组式（6）得到 Δy 后，便可代入式（5）求出 ΔX 和
ΔZ，然后通过线性搜索得到迭代步长，当对偶间隙
C·X-bTy 满足指定精度时中止迭代。
1.3 机组组合问题的 SDP 模型

本文采用文献［6］所示的机组组合模型，机组的
启动费用采用传统的冷热启动三段式模型，约束条
件包括机组出力约束、最小启停时间约束、机组爬坡
约束、功率平衡约束和旋转备用约束等。 该模型本身
并非凸优化问题，原因是机组启停变量为 0 ／ 1 整数
变量，为此引入辅助变量 Q2 = 1，同时将 0 ／ 1 整数变
量约束用凸二次约束 u2

i，t-ui，tQ=0 代替，ui，t 表示机组
i 在时段 t 的启停状态，这样 UC 问题就可描述为一
个凸优化问题，进而用内点 SDP法求解。 关于机组组
合 SDP 模型的具体介绍可见文献［6］。

2 GPU

2.1 GPU 结构
近年来，随着人们对计算机图像显示效果的要

求越来越高，显卡上核心处理器 GPU 的计算量和吞
吐量也越来越大。 与 CPU 注重逻辑控制不同，GPU
主要负责大规模的密集型数据并行计算。

如图 1 所示，CPU 采用复杂的控制逻辑，用指令
来控制单线程可执行程序的执行，还采用大型缓存，
既可以减少访问复杂应用程序的指令和数据时产生
的延时，又能够节约带宽。 而 GPU 包含了大量的计
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算单元，通过多线程技术来提升运算速度与吞吐量。
硬件充分利用因为等待访问内存而产生较长延时的
大量线程，减少了控制逻辑中需要执行的线程，因此
简化了逻辑控制和缓存单元。 图中 Control 表示逻辑
控制单元，ALU 表示运算单元，Cache 表示缓冲单
元，DRAM 表示内存单元。
2.2 统一计算设备架构编程

统一计算设备架构 CUDA（Compute Unified De鄄
vice Architecture）是 NVIDIA 在 2007 年推出的一种
用于 GPU 的编程模型。 该编程模型不需要借助于图
形学应用程序编程接口（API），采用比较容易掌握的
类 C 语言进行开发。

CUDA 模型中的线程采用线程网格（grid）和线
程块（block）2 级结构。 线程块网络和线程块中可以
分别有多个线程块和线程（thread），且都有唯一的
ID 标志。 线程是最基本的计算单元，可以分配到单
个数据的计算中。 以向量 A［n］和 B［n］相加为例，
如果该程序在 CPU 上执行需要循环 n 次；当采用
CUDA 编程时，可以分配 n 个线程，单个线程根据自
身 ID 来执行向量对应位置上元素的和运算，如 A［i］+
B［i］，由此实现了并行化计算。

3 基于 GPU 的预条件处理 QMR 法

原-对偶内点法求解机组组合 SDP 模型时，求
解式（6）所示的大型线性方程组为主要步骤，矩阵 G
的维数等于模型的约束条件数，例如 10 机 24 时段
算例的约束条件数为 1 488，20 机算例为 2 928，100
机算例达到 14448，且呈现高维数、稀疏、对称、半正
定的特点，使用直接法（如 Cholesky 分解）求解需要
大量的存储空间以及消耗很长的时间，而 Krylov子空
间法作为 20 世纪 90 年代才完整提出的一类迭代
法，具有存储量少、计算量少且易于并行等优点，非
常适合于并行求解大型稀疏线性方程组，且结合预
条件处理技术可获得良好的收敛特性和较高的数值
稳定性，目前已是求解大型稀疏线性方程组的最主
要方法。 关于 Krylov 子空间法的基本原理详见文献
［12］，这里不再赘述。

矩阵 G 具有部分特征根接近于 0 的特点，常用
于求解对称矩阵的 CG（Conjugate Gradient）法可能
会导致数值的不稳定性，因此，本文采用预条件处理
QMR 法来求解大型稀疏线性方程组。
3.1 预条件处理的 QMR 法

设有 n 阶线性方程组：
Jw=k （7）

其中，J为 n×n维的实对称矩阵，k为 n维向量，w为方
程的解。

设 w0为该方程组迭代计算的初值，算法流程如下。
a. 初始化 w0，计算 r0=k-Jw0，v0=0，q0=M-1r0，ρ0=

r0Tq0，n=1。
b. 计算 t=Jqn-1，σn-1=qT

n-1 t；如果 σn-1<ε，结束计
算；否则，αn-1=ρn-1 ／ σn-1，rn= rn-1-αn-1 t。

c. 计算 un=M-1rn，vn=‖un‖ ／τn-1，cn=1 ／ 1+vn2姨 ，
τn=τn-1vn cn，dn= c2n v2n-1dn-1 + cn2αn-1qn-1，wn=wn-1+dn。

d. 若 ρn-1<ε，结束计算；否则 ρn=rnTun，βn=ρn ／ ρn-1，
qn=un+βnqn-1，n=n+1，返回步骤 b。

由此可知，除去步骤 c 中 un =M-1 rn 的计算，n
次循环迭代的计算量主要包括 n 次矩阵向量乘法、
3n 次向量内积运算和 3n 次向量加减法。 上述运算
可通过并行稀疏矩阵向量乘法和并行向量运算在
GPU上实现并行运算，故并行算法实现的难点在于使
用 GPU 计算预处理矩阵 M 和实现 un =M-1rn 运算。
3.2 基于矩阵分块的 Incomplete Cholesky 预处理
矩阵计算

预处理技术通过改变系数矩阵的条件数来达到
加快迭代法收敛速度的目的［12］。目前为止，尚没有一
种适用于所有线性方程组的预处理技术，实际计算
中应根据系数矩阵的特点来设计相应的预处理矩
阵。 文献［14鄄15］根据 Chebyshev 多项式求出矩阵 A
的近似逆矩阵作为 M-1，加快了收敛速度，但仅适用
于强正则矩阵。 文献［16］基于最小化 Frobenius 范数
‖I-AM‖的方法来设计预处理矩阵，取得了一定的
效果。 文献［17］提出了一种对称超松弛（SSOR）法预
处理技术，通过矩阵相乘和相加运算便可得到矩阵
M。 Incomplete Cholesky［18］对于正定型系数矩阵是一
种有效的预处理方法，但在分解过程中前后行（列）
元素之间是顺序进行的，不利于并行化计算。

基于矩阵分块技术，本文提出一种 Incomplete
Cholesky 并行预处理方法，在 CSR 稀疏矩阵存储格
式下使用 GPU 实现了预处理矩阵的并行计算，提高
了计算效率。

在求解 UC 问题的半定规模过程中，矩阵 G 的
结构如图 2 所示，考虑到对称性，只对下三角矩阵部
分进行分析，阴影部分表示非 0 元素，对角线的元素
可分为各个独立的 2×2 矩阵，如 Fi、Bi 所示。 可以看
出矩阵 Fi 之间完全独立，可进行并行 Cholesky 分解；
分解完成后，剩余矩阵部分 B 中非 0 元素利用 Fi 的
分解结果进行 Incomplete Cholesky 分解，由于 B 中
各行元素互相独立，因此可实现并行化；计算完成后，

F1

F2

F3

F4

B1

B2

B3

B4

G

图 2 系数矩阵 G
Fig.2 Coefficient matrix G

B
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可在矩阵 B 对角线上继续寻找互相独立的 2× 2 矩
阵进行并行 Cholesky分解，如此循环直至得到 Incom鄄
plete Cholesky 预处理矩阵 M。

矩阵 G 的分块流程具体如下。
a. 存放分块信息的向量 Pos，flag = 1，Pos［flag］ =

1，矩阵维数为 N，i 取 2， j 取 1。
b. j=Pos［flag］。
c. 如果 G［i，j］为非 0 元且 i - j>2， flag= flag+1，

Pos［flag］= i，转步骤 e；否则转步骤 d。
d. 如果 j< i-1，j= j+1；否则，转步骤 e。
e. 如果 i < N，i = i + 1，返回步骤 b；否则，结束

计算。
实际计算中，矩阵 G 以 CSR 格式存储，分块计

算中只需遍历非 0 元，有效减少了计算时间；此外，
采用原-对偶内点法计算时，经过少数几次迭代后，
矩阵 G 的非 0 元的位置便恒定下来，因此，矩阵分
块信息不需每次都进行更新。 以 10 机系统为例，
Incomplete Cholesky 预处理矩阵计算的循环次数从
分块前的 1 488 次降至分块后的 96 次，具体的计算
消耗时间及加速比将在 4.2 中给出。
3.3 基于 GPU 的预处理 QMR 并行算法

CUDA 并行计算 kernel 以线程网格（grid）的形
式组织，每个线程网格由若干个线程块（block）组成，
而每个线程块又由若干个线程（thread）组成，实质
上，kernel 是以 block 为单位执行的。

使用 GPU 实现基于矩阵分块的 Incomplete
Cholesky 预处理矩阵计算如图 3 所示，给每个相互独
立对角线上的 2 × 2 矩阵（F1、F２、F３、F4）分配相应线
程 块 （block0、block１、block２、block3）进 行 Cholesky
分解；分解完成后，给矩阵 B 分配线程块（block4、
block５、block6）对相应行的非 0 元素进行 Incomplete
Cholesky分解。 其中，由于矩阵 F1、F２、F３、F4 中计算量
较小，线程块 block0、block１、block２、block3 中线程数
取 32；block4、block５、block6 线程设计为二维形式，
每一行线程对应于矩阵 B 中某一行的计算。

图 4 所示为 QMR 并行算法在 CPU 和 GPU 中
的任务划分，将可以实现并行化的计算放在 GPU中，
而逻辑控制功能和简单的代数运算由 CPU 实现，既

充分利用了 GPU 适合密集型并行运算的优点，又发
挥了 CPU 具有逻辑控制功能的优势。 值得注意的
是，GPU 任务中线性方程组求解是指 QMR 算法中
的 un=M-1rn 运算，求解时存在前推和回代 2 个过程，
前推过程可以利用已得到的矩阵 G 的正向分块信
息实现并行化，而回代过程需要对矩阵 G 进行一次
反向的分块计算并根据得到的信息并行计算即可。

4 算例分析

4.1 开发环境及算例介绍
本文以 Microsoft Visual Studio 2008 和 CUDA

平台为开发环境，采用 C 语言编写了基于 GPU 的
Incomplete Cholesky 预处理 QMR 并行算法，并在同
一平台上编写了基于 CPU 的 Incomplete Cholesky
串行分解和 Cholesky 直接法求解线性方程组的程
序。 硬件平台：CPU 为 Intel Core 2，主频为 2.4 GHz，
内存为 10 GB；GPU 为 NVIDIA Tesla C2050，显存频
率为 1147 MHz。
4.2 Incomplete Cholesky 并行预处理矩阵的计算

衡量并行算法优劣的指标为所需存储量和加速
比。 对文中所述的 Incomplete Cholesky 预处理 QMR
而言，GPU 并行算法所需的存储量明显小于 CPU 串
行算法，因此只对算法的加速比进行分析。 表 1 列
出了对不同规模的矩阵进行 Incomplete Cholesky
分解时，CPU 串行算法和 GPU 并行算法消耗的时
间。 可以看出，矩阵维数为 1488 和 2928 时，Incom鄄
plete Cholesky 分解的串行算法消耗的时间要小于
并行算法，这是由于计算量不是太大且数据在 GPU内
存和 CPU 内存间的通信需要消耗一定的时间造成
的，随着矩阵维数从 2 928 增加到 14 448，系数矩阵
的分块信息没有发生改变，而每次循环计算时增加
的计算量可以通过增加线程块的方式实现并行

编号 N

1 1488 0.0116 0.0143 0.811
2 2928 0.1080 0.1140 0.950
3 5808 0.4930 0.4650 1.060
4 8688 1.2540 1.0720 1.170
5 11568 2.5970 1.9980 1.300
6 14448 4.2030 2.9600 1.420

计算时间 ／ s
CPU 算法 GPU 算法

加速比

表 1 不同规模矩阵的 Incomplete Cholesky 并行分解
Tab.1 Incomplete Cholesky parallel decomposition

for matrixes of different sizes

图 3 GPU 中的任务划分
Fig.3 Mission decomposition in GPU

F1

F2

F3

F4

B1

B2

B3

B4

G

B

bolck0
bolck1
bolck2
bolck3
bolck4
bolck5
bolck6

CPU
矩阵分块信息计算、收敛性判断和代数运算

预处理矩阵的计算、线性方程组求解、向量
内积、稀疏矩阵与向量乘法和向量加减运算

GPU

图 4 CPU 和 GPU 的主要计算内容
Fig.4 Main calculation contents of CPU and GPU
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编号 N

1 1488 0.0851 0.0969
2 2928 0.4960 0.3590
3 5808 2.5710 0.6180
4 8688 7.9390 1.3790
5 11568 19.7800 3.0520
6 14448 33.5700 4.5090

迭代次数 加速比

18 0.88
24 1.38
7 4.16
12 5.76
35 6.49
37 7.45

计算时间 ／ s
直接法 并行算法

表 2 不同规模的线性方程组求解
Tab.2 Calculation for linear equation sets

of different sizes

化 ，因此 GPU 并行算法消耗的时间逐渐小于 CPU
算法，维数为 14448 时可取得 1.420 的并行加速比。
4.3 基于 GPU 的 QMR 预处理并行算法

QMR 算法中的参数 ε 设为 10-10，表 2 所示为
Cholesky 直接法和基于 GPU 的 QMR 预处理并行算
法对不同规模线性方程组求解所需的时间。

与 Incomplete Cholesky 并行算法类似，当维数
为 1 488 时，直接法的运行时间要小于并行算法，随
着维数的增加，并行算法的速度优势逐渐体现出来，
最终可取得 7.45 的并行加速比。 在不同规模算例情
况下，本文并行算法在经过几次迭代后可取得满足
计算精度的结果，表明了算法的正确性。 表 3 为 N=
8688 时，QMR 并行算法运行时间的分布。 表中解线
性方程表示使用前推和回代求解方程组；向量运算
包括向量间、向量与常数以及向量内积等计算；其他
部分包括 CPU 和 GPU 之间的数据传递、CPU 的逻
辑判断程序和 CPU 上代数计算等。 虽然经过矩阵分
块技术可以减少 Incomplete Cholesky 分解和使用前
推回代法求解 un=M-1rn 的循环计算次数，然而其本
身所具有的串行性质，使得其求解时间占总运行时
间的绝大部分，而稀疏矩阵与向量乘法和向量相关
运行运算在 GPU 可实现良好的并行化。

4.4 基于 GPU 的内点法求解机组组合问题的 SDP
模型

为了验证并行算法的有效性，采用 10、20、40、60、
80 和 100 机 24 时段 6 个测试系统，20~100 机算例
通过对 10 机算例的扩展得到，其发电机参数及各时
段负荷数据见文献［19］，所有机组均考虑爬坡约束，
旋转备用取系统总负荷的 10%。

用 SDP 求解机组组合问题是一种直接求解法，
不需要多重循环，也不同求解一系列子问题，可同时
考虑所有的约束条件，由表 4 可见，通过 30 次左右

循环计算，便可得到解结果。当算例为 10 机系统时，
GPU 并行内点算法的运行时间要略大于直接法，随
着算例规模的增大，求解线性方程组式（6）的计算
量逐渐增加，GPU 并行算法的并行效率得到了体现，
加速比从 10 机系统的 0.95 变大到 100 机系统的
2.61。 但是，由于 ＳＤＰ 内点法除求解线性方程组外的
其他计算也需要消耗一定的时间，因此取得的加速
比要小于表 2 中的加速比。

建立机组组合模型时，机组启动费用采用时间的
指数函数或者冷热启动三段式费用更加符合实际情
况，然而却难以转换成 SDP 所要求的凸优化形式，因
此，在建立 UC 问题的 SDP 模型时启动费用采用固
定值方式，在通过内点法求解得到机组的最优启停
状态并进行经济调度时，目标函数中再加入指数或
者三段式的启动费用，这样可以保证计算结果的准确
性。 表 5 所示为采用本文算法对 6 个算例求解得到
的运行成本。 表 6 为不考虑爬坡约束时本文算法与
其他算法计算结果的对比，表中，ＬＲ、ＧＡ、ＥＰ、ＬＲＧＡ、
ＧＡＵＣ 分别指拉格朗日松弛法、遗传算法、进化算
法、拉格朗日-遗传混合算法、基于分类的遗传算法。

可以看出，本文算法可以很好地处理爬坡约束，
得到的运行费用略大于不考虑爬坡约束的情况。 从
表 6 可以看出，SDP 的并行内点法每次计算只需固

算例

10 机 10.13 10.61
20 机 39.02 35.19
40 机 151.26 94.65
60 机 403.74 206.22
80 机 863.11 361.26
100 机 1414.19 542.36

迭代次数 加速比

27 0.95
28 1.11
29 1.60
30 1.96
30 2.39
30 2.61

计算时间 ／ s
直接法 并行算法

表 4 不同算例的内点法计算时间
Tab.4 Time consumption of interior point

method for different cases

参数 Incomplete
Cholesky

解线性
方程

稀疏矩阵与
向量乘法

时间 ／ s 1.036 0.297 0.0098
比例 ／ ％ 75.1 21.5 0.7

向量
运算 其他

0.0027 0.0335
0.2 2.5

表 3 QMR 并行算法时间分布
Tab.3 Time consumption distribution of

parallel QMR method

条件

不考虑
爬坡 565585 1127476 2250912

考虑
爬坡 565751 1127808 2251575

3382437

3383405

4520544 5621979

4521824 5623623

运行成本 ／ $
10 机 20 机 40 机 60 机 80 机 100 机

表 5 不同系统的运行成本
Tab.5 Operating cost of different systems

算法

LR
GA
EP

565825
565825
564551

1130660
1126243
1125494

2258503
2251911
2249093

LRGA
GAUC

本文算法

564800
563977
565585

1122622
1128098
1127476

2242178
2249790
2250912

3394066
3376625
3371611
3375065
3384293
3382437

4526022
4504933
4498479

5657277
5627437
5623885

4501844
4505614
4520544

5613127
5626514
5621979

运行成本 ／ $
10 机 20 机 40 机 60 机 80 机 100 机

表 6 各种算法计算结果的比较
Tab.6 Comparison of calculating results

among different algorithms
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定的迭代次数，随机性较小，可获得稳定的计算结
果，得到的费用优于部分算法，并可得到较好的近似
最优解。

通过上面的分析，可得到以下结论。
a. 基于矩阵分块技术的 Incomplete Cholesky 并

行预处理矩阵计算，可获得一定的加速比。 由于分
解本身具有串行的性质，可取得的加速比有限，同时，
在矩阵维数较小且计算量不大情况下，计算时间反
而略大于串行算法。

b. 基于 GPU 的 QMR 预处理并行算法是一种有
效的大型稀疏线性方程组求解方法，可通过少数几次
迭代获得解结果。 Incomplete Cholesky 预处理矩阵
和前推回代的并行计算时间占解方程总时间的绝大
部分，但该预处理法很好地处理系数矩阵半正定的
特点，且在维数较大时可获得良好的加速比。

c. SDP 的并行内点法可提高算法的计算效率，
但如 1.1 节所示，除式（6）所示的大型稀疏线性方程
组求解外，包括其他大量的数据处理以及矩阵和向
量间的基本运算，仍需要消耗一定的时间，故算法整
体的加速比小于 QMR 预处理并行算法求解线性方
程组。 在建立机组组合的 SDP 模型时，文中所采用
的启动费用的处理方式可以很好地解决启动费用难
以化成凸规划形式的问题，提高了结果的准确性。

5 结论

SDP 作为一种很有前景的规划方法，存储量大
和计算时间长一直是制约其更广泛应用的瓶颈，文
中所述的 SDP 并行内点法可有效地减少程序的运
行时间，并通过 10~100 机 6 个系统的仿真表明了算
法的有效性，这为 SDP 在 UC 问题中的进一步应用
提供了可能，也为求解其他组合优化问题带来了新
的思路和方法。
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Energy coordination control based on intelligent MAS for DC microgrid
WANG Jing1，LI Ruihuan1，SHU Hongchun2

（1. Zhejiang University of Technology，Hangzhou 310014，China；
2. Kunming University of Science and Technology，Kunming 650051，China）

Abstract： An energy coordination control based on intelligent MAS（Multi Agent System） is proposed for
the energy management and voltage control of DC microgrid. The framework of DC microgrid is designed
and the mathematic models are established for PV，fuel cell and battery. A two鄄layer MAS is designed for
the coordination control：the grid鄄connection and islanding of DC microgrid and the energy management of
PV cells，fuel cells，loads and battery. 8 characteristic variables and 13 operations are extracted from various
conditions of micro鄄sources and loads as，respectively，the input and output parameters of a neural network，
which is then trained to obtain the decision maker of central Agent. The proposed strategy of energy
coordination control is verified by simulation with MATLAB ／ Simulink for three operating conditions：variable
light intensity，islanding after load increase and grid鄄connection after load increase.
Key words： multi agent systems； DC microgrid； neural networks； energy management； coordination control；
voltage control
llllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllll
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GPU parallel algorithm of interior point SDP for unit commitment
ZHANG Ningyu，GAO Shan，ZHAO Xin

（School of Electrical Engineering，Southeast University，Nanjing 210096，China）
Abstract： Because the time consumption is too heavy when the interior point algorithm is used to solve
the SDP（SemiDefinite Programming） model of unit commitment ， the Krylov subspace parallel algorithm
based on GPU（Graphic Processing Unit） is proposed，which，based on the matrix sectioning technology and
in CSR storage format，applies the preconditioned QMR（Quasi鄄Minimal Residual） method to calculate the
parallel Incomplete Cholesky preconditioning matrix by GPU. Analysis of the calculations for linear equation
sets of different sizes shows that，with better parallel speedup ratio，QMR parallel algorithm is superior to
the traditional Cholesky direct method in speed and memory. Simulative results of six systems of 10~100
units also show that，an approximate optimal solution can be obtained with less computing time by the SDP
parallel interior point method.
Key words： unit commitment； semidefinite programming； GPU； QMR； Ｉncomplete Cholesky decomposition；
parallel algorithms； Krylov； linear programming
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