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0 引言

在电力系统小干扰稳定分析中，特征值分析法［1］

是得到广泛应用的有效方法之一。 通过求解系统状
态矩阵的特征值、特征向量，不仅可直接判断系统的
稳定性，还能得到更多的系统信息，为稳定器设置提
供指导［1鄄4］。

求解全维特征值的 QR 算法具有鲁棒性强、收
敛速度快等优点，但矩阵阶数较高时，结果可能存在
较大误差。 因此，多种部分特征值方法 ［5鄄10］相继提
出。 子空间迭代法［5鄄6］计算模数较大的一组特征值及
特征向量，包括同时迭代法和 Arnoldi 法 ［6］；而降阶
选择模式法［7鄄10］则是将系统矩阵降阶处理，使得降阶
系统的特征值包含原系统的主导特征值，以较小计
算量得到所需的特征子集，如 AESOPS 法 ［7］、选择模
态分析法［8鄄9］等。

概率特征值分析法可以考虑更多的系统运行方
式，并得到特征值的统计特性。 为了和概率特征值
分析法 ［11］配合使用，文献［12］描述了特定模式降阶
法。 其大体计算思路与选择模态法［9］类似，由于采用
了改进 Rayleigh 商逆迭代的完整表达，可以直接得
到较准确的特征值和特征向量，而迭代初值的确定
仍基于全系统状态矩阵的 QR 计算。 文献［13］进而
考核了降阶系统下特征值灵敏度的计算误差。 文献
［12］主要在算法方面实现了降阶系统特征值、特征
向量的准确计算，计算效率方面考虑不多。

本文进一步完善特定模式降阶分析法，提高该方
法计算振荡模式特征值的效率，通过研究降阶过程，
从共享保留机组集、迭代算式调整以及并行计算等方
面改进，并用 70 机和 105 机算例进行验证。

1 特定模式降阶法

小干扰稳定分析中重点关注的是机电振荡模式

或阻尼不足的模式。 省级电网状态矩阵的计算规模
是几千阶，用 QR 算法计算包括机电模式在内的全维
特征值、特征向量，作为准确计算的初值。

计算第 k 个特定模式 λk 时，将状态空间方程中
的变量分为两部分：
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X觶 2
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2 " （1）

其中，X1 为与模式 λk 强相关机组的状态列向量 ，
X2 为待消去的状态列向量，A1、A2、A3、A4 为状态矩阵
的分块子矩阵。

由式（1）消去 X2，得：

X觶 1= ［A1－A2（A４－pI）-1A3］X1 （2）
其中，I 为单位矩阵，p 为微分算子。

通过 B（p）将式（2）简记为：

X觶 1=B（p）X1 （3）
文献［9］证明了当 p=λk 时降阶系统的 2 个重要

性质：λk 同时为原系统和降阶系统的特征值；若降阶
前、后 λk 的右特征向量分别为 Uk0 和 Ukr，则 Ukr 等于
Uk0 中对应 X1 的元素。 因此，降阶系统不会畸变原
系统的振荡模式特征值及特征向量相应元素 ［9］。 因
此，当 p=λk 时，有：

λkUkr= ［A1－A2（A４－λkI）-1A3］Ukr=B（λk）Ukr （4）
显然 B（λk）是 λk 的函数，所以由 B（λk）只能准

确计算特定模式 λk，其余特征值存在不同程度的偏差。
振荡模式的特征值 λk 是复数，B（λk）也是复矩

阵。 为简化表达，记降阶矩阵如式（5）所示，并略去
特征值的下标 k。 此外，下文中 V 和 U 均对应于降阶
后矩阵的左、右特征向量。

B=B1+ jB2 （5）
文献［12］采用三重迭代格式，主要迭代算式如

式（6）—（8）所示。

摘要： 对特定模式降阶法进行改进以提高计算速度。 在降阶过程中，采用共享保留机组的方法来减少确定保
留状态变量的计算量；在复矩阵运算的实数化表达基础上，对外迭代算式矩阵结构进行调整，改善对角元的
数值大小，从而可直接采用顺序消去法形成因子表，实现复矩阵的快速求逆；内层迭代中将顺序消去和主元
消去相结合，兼顾计算速度和精度 2 个因素；三元组压缩的矩阵存储方式保证了矩阵运算的稀疏处理；通过
引入 OpenMP 编程接口的计算功能，实现多核微机上对降阶模式的并行计算。 70 机和 105 机算例验证了理
论分析的正确性。
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（B-λ（m）I）Ｕ（n）=τmnＵ（n-1） （8）
其中，l、m 和 n 分别为外层、次外层和内层的迭代次
数，λ（l） 为特定模式特征值，�τmn 为归一化系数。

外层迭代中，先按式（6）计算降阶矩阵，然后用
QR 法求解实部 B1（l），得到对应 λ（l） 的特征值 λ（0） 和
左、右特征向量 V（n-1）、Ｕ（n-1）。

而次外层迭代中，将虚部 jB2（l） 作为 B 的复数
形式的变化量，按式（7）计算特征值修正量。 其中，
初始值 Ｖ（０） 的采用保证了算式的完整表达［12］。

内层迭代，按式（8）计算对应的右特征向量 Ｕ（n）。

2 降阶中保留机组集的共享

计算降阶矩阵的外层迭代式（6）中计及特征值
的影响，且式（7）采用完整表达，因此特定模式降阶
法得到的特征值具有较高的计算精度。 但对于省网
规模电力系统，需关注的机电模式或弱阻尼模式较多，
计算量仍很可观。 为减少计算量，进行如下尝试。

尝试 1：共享降阶矩阵。 初值接近的多个特征值
采用式（6）形成的同一降阶矩阵；导致不同初值往往
收敛于同一结果，不可行。

尝试 2：修正降阶矩阵。 先按一个特征值形成降
阶矩阵；分析初值接近的其他模式时，按特征值偏差
量修正降阶矩阵，由于泰勒级数固有的截断误差，计
算误差偏大。

尝试 3：共享保留机组。 降阶计算时需要确定各
模式的保留机组，对应于式（1）中的 X1。 分析各模式
的保留机组情况，对保留机组相同或相近的模式，采
用同一保留机组，即共享式（6）中的 A1、A2、A3、A4。 部
分减少降阶矩阵的重复计算量。

与 λk 强相关的机组构成 λk 的保留机组。 强相
关机组的确定可依据参与因子或特征值对 PSS 增益
的灵敏度［12］。 出于计算速度的考虑，本文采用参与因
子评判各机组的参与度。

3 降阶算法的改进实现

3.1 计算效率的改善
降阶过程中的主要计算量由三部分组成：式（6）

的复矩阵求逆，式（8）的线性方程组求解，各算式中
的矩阵乘法和加法运算。

a. 实数化表达。
为避免复数运算中类型自动转换产生的运算量

和相应的累计误差，将算式转换为实数表达。
b. 采用稀疏技术。

小干扰稳定分析中系统矩阵 A 的稀疏度与系统
结构参数、运行参数和控制方式等因素有关。 尽管 A
的稀疏度不如节点导纳矩阵，但随着系统规模的扩大，
稀疏度有所提高。

除特征向量、逆阵（A4-λ（l） I）-1 和部分原始参数
矩阵外，对矩阵进行稀疏存储。

在稀疏存储基础上进行矩阵乘法和加法运算，
并利用因子表技术［1］求解式（8）的线性方程组。

c. 利用 OpenMP 功能方便实现并行计算。
OpenMP 是为共享存储的多处理机编写并行程

序而开发的应用编程接口［15鄄16］，由编译器自动完成串
行程序的并行化处理，可与 Fortran、C 或 C++ 结合工
作，只要在源代码中插入编译指导语句，并进行少量
修改，就可以方便实现并行计算［15 鄄16］。

对于省级电力系统，分析的机电模式较多，利用
OpenMP 的并行计算模式便于同时使用多核 CPU。
3.2 用顺序高斯消去法进行复矩阵求逆

式（6）中的（A4-λ（l）I）-1 表示对复矩阵求逆，将其
按实、虚部分开，并设其逆矩阵为 Ｃ＋ jD，则有：

（A4-σ I- jωI）（Ｃ＋ jD）= I （9）
写成实矩阵形式为：

A4-σ I ωI
-ωI A4-σ II &Ｃ

DI &= I
0I& （10）

其中，σ、ω 分别为特征值 λ（l） 的实部、虚部数值。
对式（10）中的矩阵 Ｃ 和 D，可通过反复求解线

性方程组得到。 然而，式（10）的系数矩阵虽然稀疏，
却不能保证对角优势，因此文献［12］、［13］中按主元
消去法解线性方程组。

特征值的虚部对应振荡频率，当考虑 0.1~2.5 Hz
范围的机电振荡模式［1］时，ω 取值 0.628～15.7 rad ／ s，
虚部的绝对值不至于太小。 所以对式（10）重新排列，
将特征值虚部置于对角位置，如式（11）所示。

ωI A4-σ I
A4-σ I -ωII &D

CI &= I
0I& （11）

这样排列之后，可以采用顺序高斯消去法形成因
子表，提高计算效率。
3.3 顺序消去和主元搜索相结合的内迭代计算

式（8）为内迭代算式，其作用是通过迭代得到特
征值 λ（m） 的右特征向量 Ｕ（n）。

由于在内迭代时，矩阵 B-λ（m）I 恒定，利用因子表
技术提高求解速度。 仿照式（11），将式（8）按实、虚部
展开，对应特征值虚部的子矩阵置于对角元位置，有：

ω（m）I-B2 B1-σ（m）I
B1-σ（m）I B2-ω（m）II &U2

（n+1）

U1
（n+1）I &=τmn

Ｕ1
（n）

Ｕ2
（n）I & （12）

与式（11）相比，式（12）中的对角元素不是仅由
特征值虚部构成，不能保证对角优势。

将顺序消去和主元消去结合，在某对角位置出现



元素绝对值较小的情况下，搜索该列剩余行的主元，
将待消去行与主元所在行交换。 如此形成的因子表，
既避免了计算失败，又不需要每次消去时都搜索主元。
编程实现时考虑到数据类型的精度，将消去法的主元
门槛值设为 10-5，并利用一维数组记录行交换信息。
3.4 矩阵相乘的稀疏处理

针对次外层迭代算式（7），编程时按三元组（矩
阵非零元素值、对应行号及列号）压缩存储矩阵虚部
jB2，然后和特征向量相乘；式（6）中，（A4-λ（l） I）-1 是
稠密矩阵，将 A2、A3 稀疏存储后再和（A4-λ（l） I）-1 进
行计算。 由于仅有非零元素参与运算，提高了速度和
精度。
3.5 并行计算的采用

随着电力系统规模的扩大，机电振荡模式的数目
相应增加。 本文借助 OpenMP 实现多模式特征值的
并行计算，对计算程序稍加修改即可实现。

下列示例为 Fortran 程序中采用 OpenMP 三线
程并行计算的一种格式，其他线程数类似。

!S OMP PARALLEL SECTIONS
!S OMP SECTION
BLOCK1
!S OMP SECTION
BLOCK2
!S OMP SECTION
BLOCK3
!S OMP END PARALLEL SECTIONS

其中以 !SOMP 开头的语句是 OpenMP 编译指
令，而 BLOCK1、BLOCK2 和 BLOCK3 则对应于独立
的计算程序段。 程序编译时，会将各程序段分配给
3 个不同线程，并分别使用多核计算机的不同 CPU。

OpenMP 功能使并行计算的实现变得简单，尤其
是在多核微机上同时使用多个 CPU。 当 BLOCK1、
BLOCK2 和 BLOCK3 计算程序相同但特征值初值不
同时，能同时进行 3 个降阶模式计算。 对于在一个
降阶模式计算中使用并行计算技术，需要进一步的算
式处理，本文尚未考虑。

4 算例分析

算例数据来源于某省网系统等值，算例 1 中发电
机数为 70 台；算例 2 为 105 台，接近省网规模。 发电
机采用五阶模型，励磁调节系统、原动机调速系统采
用原有模型。 系统矩阵 A 的有关信息如表 1 所示。

表 1 给出了状态矩阵阶数、矩阵非零元个数等信

息，而算例中稀疏度较高的原因，不仅与运行方式有
关，还在于程序中将绝对值小于 10-12 的元素当作零
元素处理。

本文计算程序在 Visual Studio 2008 平台的 Intel
Fortran 11 环境下编写，所有变量都采用双精度数据
类型；在个别模块（如 QR 计算）采用记录有效数字位
的方法进行乘除运算，减小舍入误差。 程序在主频为
2.13 GHz 的双核计算机上编译运行。

用 QR 法算出状态矩阵的初始特征值、特征向量，
用特征方程校核，最大偏差小于 10-7，因此本文按准
确值处理。 所以算例中只需按最外层迭代算式（6）
形成降阶矩阵一次，然后反复进行次外层迭代和内层
迭代。
4.1 共享保留机组的分析

研究机电模式时，先根据阈值（本文取各模式最
大参与因子绝对值的 10%）确定各模式中的强相关机
组 ；然后将强相关机组相同或较为相近的模式归为
一类；对每一类包含的若干模式，同时保留与之强相
关的所有机组，得到该类各模式降阶分析时可共享的
保留机组。

在算例 1 中，依据强相关机组相同或相近模式
归为一类的原则，将 69 个机电模式分成 7 类，如表
2 所示。 以表中第 1 行数据为例，当计算第 1 类的 15
个机电模式时，只需采用可共享的 17 台强相关机组，
而不必每次重新确定需保留的机组。

由上述结果可知，只需要较少的保留机组，就可
以实现对所有机电模式的强相关机组划分。 在减少
降阶计算量的同时，使各模式的分析更加简洁。
4.2 稀疏技术的使用效果

形成降阶矩阵的外迭代算式（6）中，计算量是矩
阵求逆和相乘。 为验证改进效果，用 2 种方法实现。

方法 1：按本文所述，用稀疏技术计算逆阵，用
三元组法处理矩阵运算。

方法 2：以主元消去法计算逆阵，满阵存储矩阵
并进行相应运算。

表 3 列出算例 1 中弱阻尼模式的计算数据。 比
较计算结果，2 种方法所得到的降阶阵数值一致；而
稀疏技术的采用，使方法 1 能较好地节省时间，算例

类别号 保留机组数 降阶矩阵阶数 包含机电模式数

1 17 187 15
2 13 147 11
3 16 178 14
4 6 72 5
5 16 178 4
6 19 215 10
7 15 166 10

表 2 算例 1 中保留机组信息
Tab.2 Information of retained generators in case 1

算例 发电机数 矩阵 A 阶数 非零元个数 矩阵稀疏度

1 70 784 74554 87.87%
2 105 1177 166959 87.95%

表 1 系统状态矩阵信息
Tab.1 Information of system state matrix
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1 中求逆和乘法运算的平均时间为 5 s（表 3 中第 3、
4 列之和）。

对于降阶阵实部的 QR 计算、次外层迭代式（7）、
内层迭代式（8），由于矩阵阶数低，耗时较短。 算例 1
中平均用时 1.5 s。

因此，对于包含外层迭代、降阶阵实部 QR 计算、
次外层迭代、内层迭代的 3 重运算，按方法 1 的稀疏
技术进行计算时，算例 1 的平均耗时约为 6.5 s。
4.3 并行计算效果分析

方法 3：在采用稀疏技术的基础上，按 3.5 节的
格式编程，实现并行计算。 由于算例分析中采用双
核计算机，仅可以实现双线程计算。

表 4 给出了在算例 1 中方法 1 和方法 3 的计算
耗时。 算例 1 计算 69 个模式，在总耗时中计及了确
定共享保留机组的时间，但不含程序运行中数据输入、
输出时间。

采用并行计算后，降阶法的计算时间有明显改善。
4.4 算例 2

算例 2 含 105 台发电机，状态矩阵为 1177 阶。
类似地，将 104 个机电模式共分成 9 类，各类中

保留机组的数目在 9~21 台之间，即计算单个机电模
式时的发电机数不超过 21 台。

仅采用稀疏技术时，即方法 1，平均 1 个振荡模
式的计算时间是 25.1 s，计算 104 个机电模式的总耗
时为 2 612.6s。

进一步结合双线程并行计算，即方法 3，平均 1
个模式的计算时间是 13.1 s，计算 104 个机电模式的
总耗时是 1358.3 s。

为考核计算效果，本文在算例分析中计算了所有
机电模式。 对实际系统，仅需计算关注的振荡模式，
计算用时会成比例降低；如果进一步采用更多线程，
例如利用 4 核或 8 核微机，计算时间将进一步减少。

5 结论

特定模式降阶法采用完整表达形成降阶矩阵，
能够得出精度较高的特征值。 本文对该方法进行了
改进。 通过研究降阶过程，提出了机电模式共享保
留机组集以减少降阶计算量。 调整迭代算式采用顺
序消去或将顺序消去和主元消去结合，提高计算速
度；在矩阵运算中稀疏处理，以节省计算时间。 引入
OpenMP 的并行计算功能，实现多核计算机上对降阶
的快速计算。 针对省级电力系统的规模，在 70 机和
105 机算例中具体讨论了机电模式共享保留机组集
的情况，并详细分析了采用稀疏技术和并行计算的
改进效果。
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表 4 算例 1 中方法 1 和 3 的用时比较
Tab.4 Comparison of computation time between

method 1 and method 3 in case 1

状态矩阵
阶数

方法 1 方法 3
3 重迭代

平均耗时 ／ s
3 重迭代

平均耗时 ／ s
降阶计算
总耗时 ／ s

784 6.5 3.5 244.3

降阶计算
总耗时 ／ s
454.1

机电振荡
模式特征值

求逆
方程组
阶数

方法 1 方法 2

-0.4534+ j8.7095 1138 3.969 0.735 12.891 3.828
-0.4438+ j8.1428 1212 4.813 0.614 15.640 3.406
-0.3600+ j8.0256 1138 3.907 0.745 13.343 3.812

求逆运算
耗时 ／ s

矩阵运算
耗时 ／ s

求逆运算
耗时 ／ s

矩阵运算
耗时 ／ s

-0.3467+ j7.2196
-0.0584+ j5.2240

1138
1138

4.047
3.891

0.761
0.750

20.343
25.812

3.828
3.828

表 3 算例 1 中弱阻尼模式降阶阵计算数据
Tab.3 Calculation data of order reduction matrix

under low damping mode in case 1
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Fast realization of special mode order reduction
in small signal stability analysis
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Abstract： The method of special mode order reduction is improved to increase its calculation speed. During
the process of order reduction，the retained generators are shared to reduce the computation load for
determining the retained state variables. Based on the realification expression of complex matrix，the matrix
structure in the outer iteration expression is adjusted to improve the absolute values of diagonal elements，by
which，the sequence elimination approach can be directly used to form the factor table for realizing the fast
inverse of complex matrix. With the consideration of both computation time and precision，the sequence
elimination approach and the pivoting elimination approach are combined in the inner iteration process. Only
the non鄄zero elements with their row and column numbers are stored to ensure the sparse processing in
matrix operation. The parallel computation function of OpenMP technique is introduced for the parallel
calculation of order reduction mode on multi鄄core computer. Case study for 70鄄machine and 105鄄machine
verifies the correctness of theoretic analysis.
Key words： electric power systems； stability； oscillation mode； sparse technique； parallel computation
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