
0 引言

目前，在电力系统计算、仿真、分析与控制过程
中，经常采用非线性高阶动态模型来提高描述系统
动态行为的能力，但同时带来了系统模型动态方程
维数高、模型计算的复杂度（包括计算时间、速度以
及存储空间等）增加等问题，给工程研究人员带来了
巨大的挑战。 尤其对于多机电力系统，随着系统规
模不断增大，其动态模型的阶数也随之增加，这使
得通过计算系统模型来快速完成各种功能变得非常
困难［1鄄3］。

模型降阶是解决上述非线性电力系统模型高维
动态行为计算复杂、难以分析等问题的有效方法之一。
学者们也已进行了大量研究，如奇异值摄动法 ［4 鄄7］、
解耦算法［8鄄10］、同调等值理论［11鄄14］、模态分析方法［15鄄16］、
基于相关性的模型降阶方法［17］以及基于 Krylov 子空
间的模型降阶方法［18］。 但上述系统模型降阶多用于
分析研究，较少关注系统的输入控制，或将输入控制
作恒定处理；而应用于控制设计的系统模型降阶，则
需要考虑降阶模型是否能够保持原系统的动态行为
和输入 ／ 输出特性的问题。

在众多模型降阶方法中，Gramian 方法已在线性
电力系统广泛应用。 文献［1９］为了简化区域电网振荡
阻尼控制器的设计，利用 Gramian 方法研究了电力系
统模型降阶，并验证基于降阶系统设计的控制器没
有降低原系统闭环特性的结论；文献［20］也在抑制

低频振荡问题上利用 Gramian 降阶方法研究了更大
规模电力系统的模型降阶问题。 但对于一般非线性
动态电力系统模型降阶，由于缺少有效的理论方法，
其模型降阶仍是研究的难点。 本文利用经验 Gramian
方法和平衡实现理论，探讨非线性电力系统动态模型
的降阶过程，并以某实际多机非线性电力系统为例，
验证经验 Gramian 降阶方法对非线性电力系统模型
降阶的有效性。

1 非线性系统模型平衡降阶基本原理

1.1 模型降阶基本思想
具有输入和输出的非线性系统模型一般可以表

示为：

x觶（t）= f（x（t），u（t））
y（t）=h（x（t）
）

）
（1）

其中， f（x，u）描述非线性系统的动态行为；x（t） Rn

为非线性系统的状态变量；u（t）Rp 为非线性系统的
控制输入；y（t）Rq 为非线性系统的输出。

模型降阶的基本思想就是对形如式（1）的非线
性动态系统，通过已知标准列正交转换矩阵，将原系
统变换到一个低维空间 Rk（k≤n）上，并可用低维空
间中的降阶系统来表示原系统，从而降低了原系统
理论分析难度和数据运算量。 假设已知转换矩阵 P，
由原始非线性系统（1）可以得到降阶系统：

x軌
·
（t）=Pf（PTx軌（t），u（t））

y（t）=h（PTx軌（t）
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其中，x軌（t）Rk 是降阶系统的状态变量。 模型降阶应
保证降阶系统的输入、输出与原系统的输入、输出误
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差在一定范围内，即保持原系统的一些基本性质，如
稳定性和有源性等。
1.2 Galerkin 投影

目前，模型降阶中最重要和最基本的方法就是
Krylov子空间类方法，经验 Gramian方法也基于 Krylov
子空间原理，即通过构建转换矩阵 P来进行模型降阶。
其中，矩阵 P 是由 Galerkin 投影获得的。

Galerkin 投影：一旦得到子空间的特征函数，就
可以利用 Galerkin 投影将系统（1）投影到该子空间。
Galerkin 投影矩阵 P 通常可表示为：

P= ［Ik×k 0k×（n-k）］
其中，Ik×k 为 k×k 阶的正交矩阵；0k×（n-k） 为 k×（n-k）阶

的全零矩阵。 因此，非线性降阶系统（2）中，有 x軌（t）=
Px（t）。
1.3 经验 Gramian 矩阵

对于一般非线性系统（1），其输入与输出特性通
常由系统的可控 Gramian 矩阵 Wc 和可观 Gramian
矩阵 Wo 来描述，可控 Gramian 矩阵描述控制输入变
化对系统状态的影响，而可观 Gramian 矩阵描述输出
对系统状态变化的反应。

对于线性系统，其模型降阶可通过求解 Lyapunov
方程获得可控 Gramian 矩阵和可观 Gramian 矩阵，
然后通过分析 Gramian 矩阵的特征值，来确定线性系
统模型的降阶阶数［21］。 而对于非线性系统，由于无法
获得 Lyapunov方程，目前仍没有直接计算可控 Gramian
矩阵和可观 Gramian 矩阵的解析方法。 Sirovich 在文
献［22］中提出：通过仿真或实验获得系统状态变量
和输出变量样本，再根据采样的经验数据样本，计算
得到非线性系统模型的经验可控 Gramian 矩阵和经
验可观 Gramian 矩阵。

经验 Gramian 方法得到的系统数据样本应满足
在其稳定域内这一条件，并且要尽可能反映各种可
能的扰动行为。 为此，定义如下集合：
Tn= ｛T1，T2，…，Tr；TiRn×n，Ti

TTi= I，i=1，2，…，r｝
M= ｛c1，c2，…，cs；ciR，ci>0，i=1，2，…，s｝
Ep= ｛e1，e2，…，ep
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其中，Tn 为一组 r 个正交的 n×n 阶矩阵，r 为激励或
者扰动方向的矩阵数量；M 为一组 s 个正常数，s 为
在每个方向不同扰动大小的数量；Ep 为 Rp 中标准单
位矢量。

定义 1 设 Tn、Ep 和 M 为以上所给定集合，对于
非线性系统（1），经验可控 Gramian矩阵Wc 定义如下：

Wc=鄱
l＝1

�r
鄱
j＝1

�s
鄱
i＝1
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rsc2j

∞

０乙ilj（t）d t （4）

其中，ilj（t）=（xilj（t）- xss
ilj）（xilj（t）- xss

ilj）TRn×n ，xilj（t）为
对应于脉冲输入 u（t） = cjTl ei δ（t） + uss的状态，xss

ilj 和
uss 分别表示系统（1）稳态时的状态和输入，δ（t）表示

脉冲函数。
对于具有输入和输出的可控非线性系统，只研究

输入与状态的行为是不全面的，同时也应考虑输出
反映系统状态的行为。 下面定义给出了经验可观
Gramian 矩阵的构建方式。

定义 2 设 T n、Ep 和M为以上所给定集合，对于非
线性系统（1），经验可观 Gramian 矩阵 Wo 定义如下：

Wo=鄱
l＝1

�r
鄱
j＝1

�s 1
rsc2j

∞

０乙Tlψilj（t）T l
Td t （5）

其中，ψilj（t）= （yilj（t）-yssilj）T（yilj（t）- yssilj）Rn×n，yilj（t）是非
线性系统对应初始条件 x（0） = cjTl ei+ xss 的输出，yssilj

和 xss 是系统（1）稳定状态下各自的输出和状态。
对经验可控和可观 Gramian 矩阵分别进行奇异

值分解，其非零特征值所对应的特征向量就可生成
一个新子空间，然后可以将系统（1）投影到该子空
间，得到降阶系统（2）。 由此，实现了反映系统可观性
与可控性非线性系统的模型降阶。
1.4 基于经验 Gramian 平衡降阶

由上文可知，一旦得到非线性系统（1）的可控与
可观 Gramian 矩阵，便可对其进行奇异值分解，并利
用可控或可观 Gramian 矩阵的奇异值大小来确定
Galerkin投影矩阵 P，进而得到降阶模型的阶数。 但对
于一般非线性系统，直接得到的可控或可观 Gramian
矩阵往往是不相同的，如果以可控 Gramian 矩阵的奇
异值进行降阶，降阶系统的可控性获得较好的性能，
但系统的可观性稍差；反之，以可观 Gramian 矩阵的
奇异值进行降阶，降阶系统可得到较好的可观性，可
控性能稍差。

为了使降阶系统的可控性和可观性都能获得较
好的性能，利用平衡实现理论对非线性系统（1）进行
处理，将经验可控与可观 Gramian 矩阵变换成平衡
的可控和可观 Gramian 矩阵，即将系统（1）变换成平
衡系统。 所谓平衡系统，是指系统的可控 Gramian 矩
阵与可观 Gramian 矩阵是相等的，并且是对角的。 下
面给出了利用经验可控 Gramian 矩阵 Wc 和可观
Gramian 矩阵 Wo 计算系统（1）的平衡系统的步骤。

a. 对经验 Wc 和 Wo，进行 Cholesky 因式分解，得
到矩阵 X 和 Y。

Wc=XXT

Wo=YY
Y T （6）

b. 构建积矩阵 YTX，并对积矩阵进行奇异值分解，
得到对角矩阵∑、正交矩阵 U 和 V。

YTX=U∑V （7）
其中，∑�Rn×n 为 Hankel 奇异值矩阵。

c. 根据式（8）可获得平衡转换矩阵 T。
T=XV∑-1 ／ 2 （8）

至此，利用该平衡变换矩阵 T 就可获得系统（1）的平
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衡系统：

x軈
·

（t）=Tf（T -1x軈（t），u（t））
y（t）=h（T-1x軈（t）
）

）
（9）

其中，x軈（t）Rn。
平衡系统与其原系统的动态行为是完全相同

的，只是平衡系统的状态变量变为一组新的状态变

量 x軈（t）。 从线性系统理论而言，平衡系统任一状态都

是原系统所有状态的线性组合，即 x（t）=T-1x軈（t）。 因
此，对非线性系统（1）进行模型降阶，若可控和可观
Gramian 矩阵不等，就可先把系统转换成平衡系统，
再对平衡系统进行模型降阶，该过程称为平衡实现。

针对非线性系统对应的平衡系统，计算其经验
Gramian 矩阵 Wc 和 Wo，并对经验 Gramian 矩阵 Wc

和 Wo 进行奇异值分解。 根据 Hankel 矩阵∑奇异值
σ 的大小，当满足 σk垌σk+1 或者当前 k 个奇异值能
量所占所有奇异值能量绝大部分时，就认为 k 后面的
奇异值所对应的状态变量对系统的输入影响和输出
影响较小，将其略去以实现模型降阶的目的。 因此，

可以将 x軈（t）分为主要和非主要两部分，如下：

x軈（t）= x軈1（t）
x軈2（t）
） &

其中，x軈1（t）Rk 为系统的主要状态成分，x軈2（t）Rn-k 为
系统的非主要状态成分。

d. 利用 Galerkin 投影矩阵 P，有 x軈1（t）=P x軈（t），
可得到平衡系统（9）的降阶模型，即非线性系统（1）
的降阶模型：

x軈
·

1（t）=PTf（T-1PTx軈1（t），u（t））
y（t）=h（T-1PTx軈1（t）
）

）
（10）

2 非线性电力系统经验 Gramian 模型降阶

2.1 非线性电力系统模型
假设多机电力系统有 Z 台发电机，同步发电机采

用计及转子超瞬变过程且转子 q 轴要考虑阻尼绕组
的 6 阶动态模型。 第 i 台发电机模型描述如下：

δ觶 i=ωs（ωi-ωref）

2Hiω觶 i=Pmi-Pei-Di（ωi-ωref）

T′d0iE觶 ′qi=Efi-E′qi+ （xdi-x′di）Idi
T′q0iE觶 ′di=-E′di- （xqi-x′qi）Iqi
T ″d0iE觶 ″qi=E′qi-E″qi+ （x′di-x″di）Idi
T ″q0iE觶 ″di=E′di-E″di- （x′qi-x″qi）Iqi

i
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
))
(
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
))
*

（11）

其中，i = 1，2，…，Z；δi 为第 i 台发电机转子角；ωi 为
第 i 台发电机角频率；E′di、E′qi、E″di、E″qi 分别为第 i 台发
电机 d 轴和 q 轴暂态电势和次暂态电势；ωs 为发电

机额定角频率；ωref 为发电机参考角频率；Pm i 为第 i
台发电机的原动机输出机械功率；Pei 为第 i 台发电
机的电磁功率；Hi 为第 i 台发电机机组惯性时间常
数；T′d0i、T′q0i、T ″d0i、T ″q0i 分别为第 i 台发电机 d 轴和 q 轴
开路暂态、次暂态时间常数；Efi 为第 i 台发电机机组
的励磁电压；Di 为第 i 台发电机定常阻尼系数；rai、
xdi、xqi、x′di、x′qi、x″di 、x″qi 分别为第 i 台发电机定子电阻和
d 轴和 q 轴暂同步、瞬变、超瞬变电抗；Idi、Iqi、Udi、Uqi

分别为第 i 台发电机 d 轴和 q 轴暂态电流和机端电
压，其关系为 Udi=E″di- rai Idi-x″qi Iqi，Uqi=E″qi+x″di Idi- rai Iqi。

发电机与网络的接口方程为：
Ixy=YsUxy （12）

其中，Ixy=CSIdq；Uxy=CUdq；C 为 dq- xy坐标系的变化
矩阵；S 为网络容量和发电机容量之间的变化矩阵；
Ys 为电力系统节点导纳矩阵。

将 xy 坐标下的 Ixy 和 Uxy 转换到 dq 坐标系下，
代入式（12），消去 Idi 和 Iqi，得到如下形式的具有输入
和输出多机非线性电力系统模型：

x觶（t）= f（x（t），u（t））
y（t）=h（x（t）
）

）
（13）

其中，u（t）=［Pm1 … PmZ Ef1 … EfZ］TRp；x（t）=［δ1 …
δZ ω1 … ωＺ Ｅ′q1 … Ｅ′qＺ Ｅ′d1 … Ｅ′dＺ Ｅ″q1 … Ｅ″qZ Ｅ″d1 …
Ｅ″dＺ］TRn；f（x，u）描述电力系统动态行为；y（x）为系
统的输出函数，由关于状态 x（t）的非线性函数来表示。

y（t）=［δ1 … δZ ω1 … ωZ U1 … UZ］T （14）
其中，Ui 为第 i 台发电机机端电压；y（t）Rq。
2.2 非线性电力系统经验 Gramian 矩阵

对于非线性电力系统（13），其经验可控 Gramian
矩阵和可观 Gramian矩阵的计算，由于涉及积分计算，
计算量非常庞大。 假设系统的样本是在离散时间 t1、
…、tm 得到的，那么状态或输出的相关矩阵可以写成
如下离散形式：

R=鄱
k＝1

�m
（xk（t）-xss）（xk（t）-xss）T

其中，xk（t）为系统的样本值；xss 为系统状态的稳态值。
下面分别给出了经验可控和可观 Gramian 矩阵

的离散定义。
设 T n、Ep 和 M 为前文所给定的集合，p 为系统

的控制输入个数，则系统经验可控 Gramian 矩阵 Wc

定义为：

Wc=鄱
l＝1

�r
鄱
j＝1

�s
鄱
i＝1

�p 1
rsc2j

鄱
k＝0

�m
 k

ilj （15）

其中，ilj（t）=（xilj（t）- xss
ilj）（xilj（t） - xss

ilj）TRn×n，xilj（t）是
非线性系统对应脉冲输入 u（t）= cjTl ei δ（t）+uss 的状
态，cj 描述外加激励的大小，Tl ei 决定外加激励的方
向，δ（t）表示脉冲函数，xss

ilj 和 uss 分别表示系统（13）
稳态时的状态和输入。
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图 1 某实际 20 机系统接线图
Fig.1 Connection diagram of an 20鄄generator power system
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设 T n、E p 和 M 为前文所给定的集合，则系统经
验可观 Gramian 矩阵 Wo 定义为：

Wo=鄱
l＝1

�r
鄱
j＝1

�s 1
rsc2j

鄱
k＝0

�m
Tlψk

iljT l
T （16）

其中，ψilj（t）=（yilj（t）-y ss
ilj）（yilj（t）-yssilj）TRn×n，yilj（t）是非

线性系统对应初始条件 x（0） = cjTl ei+ xss 的输出，yssilj

和 xss 是系统（1）稳定状态下各自的输出和状态。
利用经验样本数据，通过式（15）和（16）便可计

算出非线性电力系统（13）的经验可控 Gramian 矩阵
Wc 和经验可观 Gramian 矩阵 Wo，其计算精度取决于
样本个数，样本数量越大，精度越高；此外，还受外加
激励大小的选择 cj、外加激励方向的选择 Tlei 以及外
加激励的个数 p 等因素的影响。
2.3 基于经验 Gramian 的非线性电力系统平衡降
阶步骤

对于非线性电力系统动态模型（13），利用经验
Gramian 进行平衡降阶方法的步骤如下。

a. 根据定义（15）和（16），计算非线性多机电力
系统（13）的经验可控 Gramian 矩阵 Wc 和经验可观
Gramian 矩阵 Wo。

b. 利用式（6）—（8）计算平衡变换矩阵 T，得到
非线性多机电力系统（13）的平衡系统模型。

c. 利用平衡变换矩阵 T，计算平衡系统的经验

可控 Gramian 矩阵 Wc 和经验可观 Gramian 矩阵Wo：
Wc=TWcT T

Wo= （T-1）TWoT -1

d. 计 算 平 衡 可 控 Gramian 矩 阵 Wc 和 可 观
Gramian 矩阵 Wo 的 Hankel 奇异值矩阵∑：
� ∑=SVD（Wc）≈SVD（Wo）

e. 确定非线性多机电力系统降阶模型的阶数。
如果满足

鄱
k＝1

�r
σk ／鄱

k＝1

r
σk+1垌ε

则平衡系统的降阶模型的阶数为 r。 其中，ε 为接近
于 1 的值。 利用阶数 r 构造 Galerkin 投影矩阵 P。

f. 利用平衡变换矩阵 T 和 Galerkin 投影矩阵
P，计算得到形如式（10）的电力系统平衡降阶模型。

3 算例分析

对某实际 20 机电力系统模型进行降阶仿真分
析，系统接线图见图 1。

首先，形成多机电力系统分析模型，每台同步发
电机采用 6 阶动态模型，负荷为恒阻抗模型。 由于发
电机模型采用 dq 坐标，网络模型采用 xy 坐标，因此，
需要 xy-dq 坐标变换实现发电机与网络的互联，其
过程见式（11）—（13），最后形成一个 120 阶的形如



式（13）的非线性电力系统动态模型。
其次，利用经验 Gramian 平衡降阶算法，计算上

述非线性电力系统的平衡变换矩阵 T，得到该系统的
平衡系统。 对平衡系统的经验 Gramian 矩阵进行奇
异值分解，利用奇异值分解得到 Hankel 奇异值矩阵
∑，奇异值大小分布如图 2 所示。

最后，利用 Hankel 奇异值大小，根据模型降阶

阶数判定条件鄱
k＝1

r
σk ／鄱

k＝1

r
σk+1垌ε 确定降阶系统的维

数，得到 Galerkin 投影矩阵 P。 由此，利用平衡变换
矩阵 T 和投影矩阵 P，得到 20 机非线性电力系统的
降阶模型。

从 Hankel 奇异值角度分析，当 ε 取 0.99，可以
将原 120 阶非线性电力系统投影到 50 维的子空间
中；当 ε 取 0.95，可将原系统降为 32 阶的非线性动
态系统。 理论上，ε 取值越小，降阶系统的阶数就越
小，但投影到子空间后的动态行为失真就越大。 因
此，需要合理选择降阶模型的阶数。

对于该 20 机实际电力系统，每台发电机均考虑
调速控制和励磁控制功能，这些控制器的参数在各
降阶系统中都保持不变。 在考虑三相短路故障（故障
点在线路 33-34 之间 50%处）情况下，对各降阶模
型的暂态动态变化过程进行仿真分析。 为了节省篇
幅，以发电机 7 为例，给出了其相应的仿真曲线如图
3—5 所示。 图中，功角 δ、角速度 ω、输出电压 Ut 均
为标幺值。

从仿真曲线图 3—5 中可以看出：对于 50 阶的降

阶系统，除功角幅值误差稍大些外，角速率和电压幅
值与原系统输出相比误差都很小，而且 3 个输出响应
的频率特性（即暂态过程）与原系统的几乎相同；当
系统降到 49 阶时，功角、角速度和电压幅值 3 个输
出响应的幅值变化不大，但较 50 阶的降阶系统，其与
原系统的误差要比 50 阶系统大，并有逐步增大的趋
势。 尤其，当系统降到 47 阶或低于 47 阶时，降阶系
统输出响应的幅值误差增大，观察功角和角速度曲线
出现频率偏移，即产生了频率失真。 从 Hankel 奇异
值角度分析，投影到 50 维子空间的能量约为原系统
能量的 99.45%，其能保留原系统的大部分能量，即
保留了原系统的各种特性和动态行为。

通过对所有节点仿真曲线进行统计分析可知：
当 ε 选择大于 0.99 时，降阶模型的误差都比较小，能
够将原系统的输入和输出动态行为保留下来。 为了
使降阶系统得到较为精确的幅频特性 ，通常选择
ε 为 0.99。 本例中，降阶系统模型的阶数可降到 50
阶，其所有节点状态和输出与原系统相比，误差都非
常小。

4 结论

本文提出了一种针对多机非线性电力系统模型
的经验 Gramian 平衡降阶方法，并通过某实际 20 机
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非线性多机电力系统模型进行仿真验证。 仿真结果
表明：降阶系统能够很好地保留原非线性电力系统
输入和输出的动态行为以及原非线性电力系统的稳
态值。 对于该 20 机非线性电力系统，可以将 120 阶
非线性动态模型降到 50 阶，仿真结果证实了所提方
法在非线性电力系统模型降阶中的有效性。
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Faulty line detection based on transient waveform stretching transformation
for resonance鄄grounding system

GUO Moufa，ZHENG Xintao，YANG Gengjie，GAO Wei，MIAO Xiren
（College of Electrical Engineering and Automation，Fuzhou University，Fuzhou 350116，China）

Abstract： When single鄄phase grounding fault occurs in resonance鄄grounding system，the similarity of zero鄄
sequence transient current waveform between two healthy feeders is higher than that between fault and
healthy feeders. The former is related mainly to the line鄄earth capacitance. The ratio between two equivalent
line鄄earth capacitances is adopted in the stretching transformation of zero鄄sequence transient current
waveform to improve the similarity between waveforms and the margin of faulty line detection. The
Euclidean distance between the phase鄄plane trajectory of the zero鄄sequence transient current waveform after
stretching transformation and a definite point is calculated based on the sectional phase鄄plane analysis. The
Euclidean distances of sectional phase鄄planes are applied to form a characteristic matrix to represent the
amplitude and polarity information of the zero鄄sequence transient current waveform，to which the fuzzy K鄄
means clustering is then applied for detecting the faulty feeder. The proposed method is verified by
simulations in different conditions，such as noise interference，arc鄄grounding fault，asynchronous sampling，
varied time window size，etc. The simulative results demonstrate its higher adaptability，reliability and
accuracy.
Key words： resonance鄄grounding system； resonance； electric grounding； faulty line detection； zero鄄sequence
transient current； stretching transformation； phase鄄plane analysis； fuzzy K鄄means clustering
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Empirical Gramian balanced reduction of nonlinear power system model
ZHAO Hongshan，XUE Ning，SHI Ning

（State Key Laboratory of Alternate Electrical Power System with Renewable Energy Sources，
North China Electric Power University，Baoding 071003，China）

Abstract： The empirical Gramian balanced reduction method is proposed to reduce the dimensionality and
complexity of nonlinear multi鄄machine power system model，which projects the high鄄dimensional nonlinear
dynamic model to a low鄄dimensional subspace to obtain a reduced model while retains the original dynamic
behaviors of its inputs and outputs. Its implementation is as followings：build the nonlinear dynamic model
of power system；obtain the empirical controllable and observable Gramian matrices based on the simulative
samples and experiential samples；calculate the transformation matrix T based on the obtained Gramian
matrices to get the balanced model of original system and its empirical controllable and observable Gramian
matrices；decomposite the singular values of obtained Gramian matrices of the balanced model to get the
Hankel singular values；determine the subspace dimension according to the obtained Hankel singular values
to get the reduced model. Simulation is carried out for an actual 20鄄generator nonlinear power system as an
example and the simulative results show its dimension is reduced from 120 to 50 while its stability and the
dynamic behaviors of its inputs and outputs are kept，verifying the effectiveness of the empirical Gramian
balanced reduction method applied in the reduction of nonlinear power system model.
Key words： electric power systems； nonlinear systems； models； empirical Gramian balanced reduction；
model reduction； singular value decomposition； computer simulation


