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0 引言

在当今节能减排这样一个世界共识下，电力系
统的优化运行显得尤为重要。 机组组合 UC（Unit
Commitment）是电力系统运行调度一个非常重要的
方面，同时也是一个非常活跃的研究领域。 近年来各
类 UC 问题相继被提出和研究，如融入随机性很强
的风能发电的含风电场的 UC 问题［１］、含插电式混合
动力汽车的 UC 问题［２］等，然而火电机组仍然是最主
要的组成部分。 经典的 UC 问题是指在一个调度周
期内满足系统负荷需求和旋转备用等条件下，确定
机组的启停计划和机组出力，从而使得发电总费用最
小，其在数学上是一个大规模的混合整数规划问题。
由于其可行解集的组合性质 ，UC 问题是一个 NP
（Nondeterministic Polynomial）难问题，即在多项式时
间内很难求解。 到目前为止，尝试用于求解 UC 问题
的方法大致有确定性和启发式两大类。 确定性方法
主要有动态规划法 ［3］、割平面法 ［4］、半定规划法 ［5］、拉
格朗日松弛法［6］和外逼近法［7］等；启发式方法主要有
遗传算法［8］、禁忌搜索［9］和粒子群算法［10］等。 在上述
方法中，启发式方法可以很好地处理离散变量，在理
论上也具有全局收敛性，但由于是随机搜索方法，其
计算效率不稳定，且容易陷入局部最优解。在确定性
方法中，拉格朗日松弛法根据对偶理论将大规模问
题分解为多个易于求解的中小规模子问题，是目前
求解大规模 UC 问题最有效和最常用的方法之一。
但由于对偶间隙的存在，该方法难以获得 UC 问题

的全局最优解，且在迭代过程中容易出现振荡现象。
Benders 分解法 BDM （Benders Decomposition

Method）［11鄄12］是求解组合优化问题的一类经典方法，
其基本思想是将问题分解为相对易于求解的主问题
和子问题，通过逐次交替迭代求解主问题和子问题
来达到求解原复杂问题的目的。 传统的 BDM 中主问
题是一个混合整数线性规划问题，其求解比较费时，
文献［13］提出一个基于分支割平面的内点型 BDM，
算法中求解的是主问题的线性松弛，并且证明了由
此所产生的松弛型 Benders 割平面是全局性的有效
割平面。

为了改进传统 BDM 的计算效率，本文基于文献
［13］的思想，首先结合覆盖不等式建立一个求解离
散变量为 0-1 变量的混合整数规划的改进的松弛型
BDM；其次，对于经典的 UC 问题，本文借助于透视
割平面（ＰＣ）和线性化技术建立一个新的近似混合整
数线性规划MILP（Mixed Integer Linear Programming）
模型；最后利用本文所建立的改进的松弛型 BDM 求
解该近似 MILP 模型。 由于改进的松弛型 BDM 的主
问题是一个线性规划问题，且中间加入了大量的覆
盖不等式，整个算法的计算效率大幅提高。 10~1000
台机组 24 时段多个系统上的测试结果表明，相比于
传统的 BDM，本文算法的计算时间大幅减少。 另一
方面，将测试结果与其他方法进行比较，结果进一步
说明了本文算法是有效的。 此外，本文算法可顺利推
广应用到求解其他类型的 UC 问题中。

1 BDM 与覆盖不等式

1.1 BDM 简介［13］

BDM 是一种分解方法，其思想是将复杂问题分
解为 2 个相对简单的形式，即主问题与子问题，初始
主问题是原问题的一个松弛，仅包含部分约束和变
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量，而在子问题中，主问题中已经考虑过的变量的值
可以固定下来。 以如下形式的 MILP 问题为例：

min bTx+d T y
s.t. A1

Ty≤c1
A2

T y+GTx≥c2
x≥0，y≥0 且为整数

（1）

其中，b Rn、d Rq、c1Rl、c2Rm 均是列向量；A1、A2、
G 分别是 q× l、q×m、n×m 维矩阵。 问题（1）可写成：

min
y軃 Y

｛dTy軃 +min｛bTx G Tx≥c2-AT
2 y軃，x≥0｝｝ （2）

其中，Y=｛y AT
1 y≤c1，y≥0 且为整数｝。 式（2）中的内

层优化问题

min ｛bTx G Tx≥c2-AT
2y軃，x≥0｝ （3）

常称为原始子问题，其相应的对偶子问题为：

max （c2-AT
2 y軃）λ

s.t. Gλ≤b
����������������λ≥0

（4）

注意到对偶子问题（4）的可行解集与整数变量
y 无关，且根据对偶理论（2）可表示为：

min
y軃 Y

｛d Ty軃 +max｛（c2-AT
2y軃）λ Gλ≤b，λ≥0｝｝

记 祝= ｛λ Gλ≤b，λ≥0｝为对偶子问题（4）的可
行解集。 不妨假设 祝非空，记 HP、HR 分别是 祝的极
点集和极方向集。 若对偶子问题（4）有解，则至少存
在一个极点 λ HP 与解相对应；相反若问题（4）无
解，则存在极方向 μHR 使得（c2-AT

2 y）μ>0，这种情
形将导致一个不可行的原始子问题，必须避免该情
况发生，这可通过选取 y 使得（c2-AT

2 y）μ≤0 来满足
要求，从而将问题（2）转化为：

min
y軃 Y

｛dTy軃 +max｛（c2-AT
2 y軃）λ∶λHP｝｝

s.t. （c2-AT
2 y軃）μ≤0，μHR

引入一个辅助变量 θ，将上述问题进一步表示为：

min d Ty+θ
s.t. AT

1 y≤c1
� � （c2-AT

2 y）λ≤θ λHP （Ⅰ）

� � （c2-AT
2y軃）μ≤0 μHR （Ⅱ）

� � ��y≥0 且为整数

（5）

式（5）称为 Benders 主问题，约束（Ⅰ）、（Ⅱ）分别
称为 Benders 最优性割平面与可行性割平面 。 在
Benders 算法的具体实施过程中，通常是从 HP 与 HR

均为空集开始，然后在迭代过程中不断更新这 2 个
集合。 算法中 Benders 最优性割平面是通过求解原
子问题（3）或对偶子问题（4）产生，而 Benders 可行
性割平面可通过求解另一可行性子问题来产生。 若
y 为 0-1 变量，文献［19］提出了可显式计算产生的
组合 Benders 割平面，即下述整数型割平面：

� 鄱
jSone

yj- 鄱
jSzero

yj≤ Sone -1 （6）

其中，y= （yj）；Sone = ｛j : yj= 1｝；Szero = ｛j : y軃 j= 0｝； Sone 表
示集合 Sone 中元素的个数。 当子问题无解时，式（6）
可用来代替 Benders 可行性割平面（Ⅱ）。 此外，由于
主问题（5）通常是原复杂问题的一个松弛，所以求解
主问题（5）可得到原复杂问题（1）目标函数值的一个
下界，而当对偶子问题（4）有解时，易得问题（1）的一
个可行解，进而与之相对应的目标函数值可作为一个
上界。 在迭代过程中不断修正原复杂问题（1）的目标
函数值的上下界，即上界不断缩小，下界不断增大，最
终逼近原复杂问题（1）的最优值。
1.2 覆盖不等式［4］

对于整数规划问题所有的可行解而言均成立的
不等式称为有效不等式，进一步若其对于整数规划
松弛问题的可行解而言，并不是处处成立，则称其为
割平面。 下面介绍一类非常有用的有效不等式———
覆盖不等式，其能非常有效地割除连续松弛问题最
优解中整数变量的非整数值。 以如下 0-1 背包问题
为例：

max 鄱
jΩ

覣j yj yYΩΩ & （7）

其中，Ω=｛1，2，…，n｝；YΩ= x 鄱
jΩ

ajyj≤ξ，yBnΩ &，Bn 为

n 维 0-1 整数向量集合，aj（ jΩ）、ξ 均为正整数。 对
于 0-1 背包约束鄱

jΩ
aj yj≤ξ，若存在集合 C哿Ω ，使得

鄱
jC
aj>ξ，则称 C 为一个覆盖，且称

� 鄱
jC
yj≤ C -1 （8）

为可行集 YΩ 的一个覆盖不等式，其中 C 表示集合
C 中元素的个数。

定理 1 ［4］：设 C哿Ω 为 0 - 1 背包约束的一个覆
盖，则覆盖不等式（8）为 0-1 背包问题（7）可行解集
YΩ 的一个有效不等式，同时是一个割平面。

2 UC 问题的数学模型

为方便起见，先引进一些记号：N 为机组总数，
机组标号 i= 1，2，…，N；T 为时段总数，时段标号 t =
1，2，…，T；αi、βi、γi 为机组 i 的发电费用参数；Chot，i、
Ccold，i 分别为机组 i 的热启动费用与冷启动费用；T off，i、

T on，i 分别为机组 i 的最小停机时间与最小运行时间；

Ti，t 为机组 i 在第 t 时段已连续运行时间（为正值）或
连续停机时间（为负值）；Tcold，i 为机组 i 的冷启动时
间；PD，t 为系统第 t 时段的总负荷；Pi、Pi 分别为机组 i
的最小和最大出力；Pup，i、Pstart，i、Pdown，i、Pshut，i 分别为机组
i 的功率上升速度限制、启动功率速度限制、功率下降
速度限制及停机功率速度限制；Rt 为系统第 t 时段



的总备用。 0-1整数变量 ui，t 为机组 i在第 t时段的状
态，值为 1 表示机组 i 处于运行状态，值为 0 表示机
组 i 处于停机状态；连续变量 Pi，t 为机组 i 在第 t时段
的出力。 经典 UC 问题的目标函数为发电总费用 FC

最小，即：

min FC=鄱
t＝1

�T
鄱
i＝1

�N
［ui，t fi（Pi，t）+ui，t（1-ui，t-1）Ci，t］

fi（Pi，t）=αi+βiPi，t+γi（Pi，t）2

Ci，t=
Chot，i T off，i≤-Ti，t≤T off，i+Tcold，i

Ccold，i -Ti，t>Toff，i+Tcold，i
i

其中，fi（Pi，t）为机组 i 在第 t 时段的发电费用，常用二
次函数表示；Ci，t 为机组 i 在第 t 时段的启动费用。

UC 问题的约束条件如下。
a. 功率平衡约束：

� 鄱
i＝1

N
Pi，t-PD，t=0

b. 机组出力约束：
� ui，tPi≤Pi，t≤ui，tPi

c. 爬坡约束：
Pi，t-Pi，t-1≤ui，t-1Pup，i+ （ui，t-ui，t-1）Pstart，i+ （1-ui，t）Pi

Pi，t-1-Pi，t≤ui，tPdown，i+ （ui，t-1-ui，t）Pshut，i+ （1-ui，t-1）Pi

d. 旋转备用约束：

� 鄱
i＝1

N
ui，tPi≥PD，t+Rt

e. 最小启停时间约束：
（ui，t-1-ui，t）（Ti，t-1-T on，i）≥0
（ui，t-ui，t-1）（-Ti，t-1-T off，i）≥i 0

3 基于改进的松弛型 BDM 与透视割平面求
解 UC 问题

3.1 改进的松弛型 BDM
传统 BDM 中的主问题是一个 MILP 问题，求解

比较费时，其求解时间占用整个算法的绝大部分，为
改进传统 BDM 的计算效率，文献［13］提出一个基于
分支割平面的内点型 BDM。 基于文献［13］的松弛思
想，本文结合覆盖不等式建立一个求解 0-1 MILP 问
题改进的松弛型 BDM。 下面给出改进的松弛型 BDM
的基本步骤。

（1）初始化：给定初始上界 UB 与下界 LB、允许误
差 ε，HP= ，HR= 。

（2）当 LB<UB-ε 时，执行下列步骤。

步骤 1：求解主问题（5）的线性松弛得到 y軃，同时
利用式（5）的目标函数值修正下界 LB。

步骤 2：利用 y軃 产生相应的覆盖不等式。

步骤 3：利用 y軃 形成相应的子问题（4）并求解。
若子问题有解，则产生松弛型 Benders 最优性割平面

（I），同时更新 HP，若子问题的解进一步满足整数要
求，则修正上界 UB；若子问题无解，则利用式（6）计
算组合 Benders 割平面。

步骤 4：将所产生的覆盖不等式以及 Benders 割
平面加入到主问题（5）中，返回步骤 1。

引理 1［13］ 改进的松弛型 BDM 步骤 3 中所产生
的 Benders 割平面是全局性的有效割平面。
3.2 UC 问题的近似 MILP 模型

在文献［15］中，Frangioni 与 Gentile 针对一类凸
的具有特定结构的 0-1 混合整数规划提出一类特殊
的有效不等式———透视割平面。 文献［16］将其进行
了推广，通过引进 0-1 变量将一类更具一般性的混
合整数非线性规划问题进行透视变形。 为简单起见，
同时结合 UC 问题的特点，以如下形式的混合整数规
划为例简单介绍透视割平面：

min
（p，u）D

f（p，u）=γp2+βp+αu （9）

其中，D = ［0，0］∪［pmin，pmax］×｛1｝，常数 pmin≤pmax；γ、
β、α 为常数系数。 问题（9）最好的凸松弛就是计算
f（p，u）在 D 上的凸包络，即求解定义在其最小上图
像上的闭凸函数。 记 f（p，u）的闭凸包为 h（p，u），即：

h（p，u）=

0 u=0 且 p=0
γp2

u +βp+αu upmin≤p≤upmax，u （0，1］

+∞ 其

其
)
)
)
)
)
(
)
)
)
)
)
* 他

显然 h（p，u）与透视函数 g（p，u）=uf（p，u）相关，
且当（p，u）D 时，由 0<u≤1 知 h（p，u）≥f（p，u）。 所
以对于连续松弛方法而言，作为目标函数 h（p，u）比
f（p，u）更好，但是 h（p，u）最大的一个缺陷就是非线
性程度高，且在（0，0）处不可微。 根据文献［15］中的
定理 1 可知函数 h（p，u）的上图像是由满足以下 2
个条件的（z，p，u）组成：

a. upmin≤p≤upmax，0≤u≤1；
b. 对于所有的 p［pmin，pmax］有式（10）成立，且称

不等式（10）为透视割平面。
z≥（2γp+β）p+（α-γp2）u （10）

结合机组出力约束 ui，t P i≤Pi，t≤ui，t P軈 i 以及 ui，t 

｛0，1｝易知 ui，tPi，t=Pi，t。 当暂时不计启动费用时，UC 问
题的目标函数可写成：

min FC=鄱
t＝1

�Ｔ
鄱
i＝1

�N
［αi ui，t+βiPi，t+γi（Pi，t）2］

令 zi，t =αi ui，t+βi Pi，t+γi（Pi，t）2，借助于透视割平面
可在 UC 问题中增加如下约束：
zi，t≥（2γi ph

i+βi）pi，t+ ［αi-γi（ph
i）2］ui，t h=1，2，…，k

其中，p1
i、…、pi

k ［Pi，Pi］为任意给定的点。 另一方面，
由于最小启停时间约束是非线性的，采用文献［6］中
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的线性化技术，将其等价转化为如下线性约束：

鄱
τ＝ t

�θ（T on，i，t）

ui，�τ≥（ui，t-ui，t-1）η（Ｔon，i，t）+δ（t-1）θi，0

鄱
τ＝ t

θ（T off，i，t）

（1-ui，�τ）≥（ui，t-1-ui，t）η（Ｔoff，i，t）+δ（t-1）ηi，0

θ（ω，t）=min｛t+ω-1，T｝
η（ω，t）=min｛ω，T- t+1｝
�θi，0=ui，1ui，0max｛0，Ｔon，i-Ti，0｝

ηi，0= （1-ui，1）（1-ui，0）max｛0，Ｔoff，i＋Ti，0｝

其中，ω＝Ｔ on，i，Ｔ off，i；δ（t-1）为单位冲激函数；ui，0｛0，1｝、
Ti，0 均为常量。

基于以上分析，将 UC 问题近似写成如下 MILP
模型：

min 鄱
t＝1

�Ｔ
鄱
i＝1

�N
zi，t

s.t. EpP=cp
AuU+APP≤cup
DuU≤cu
BuU+BPP+BzZ≤cupz
U= （ui，t）， ui，t｛0，1｝
P= （Pi，t）， Z= （zi，t）

（11）

其中 ，EP、Au、AP、Du、Bu、Bp、Bz 为相应系数矩阵 ；cp、
cup、cu、cupz 为常数向量。
3.3 MILP 模型的求解

由于 UC 问题中的旋转备用与最小启停时间约
束仅含整数变量，且根据 0-1 变量值的互补性，很容
易将其写成 0-1 背包约束的形式，从而可以利用文
献［4］中的启发式方法产生相应的覆盖不等式。 利用
透视割平面以及线性化技术将 UC 问题近似表示为
MILP 模型后，利用 3.1 节所建立的改进的松弛型
BDM 进行求解。 松弛型 BDM 在求解 UC 问题的过程
中整个问题被分解成主问题与子问题两部分，其中
主问题仅涉及到与机组启停状态相关的变量和一个
简单的连续变量，即：

min 0+θ
s.t. DuU≤cu

割平面
U=（ui，t）， ui，t ｛0，1｝， θR

利用主问题所得到的 U，形成如下原始子问题：

min 鄱
t＝1

�Ｔ
鄱
i＝1

�N
zi，t

s.t. EpP=cp
APP≤cup-AuU
BPP+BzZ≤cupz-BuU
P= （Pi，t）， Z= （zi，t）

求解该子问题或其对偶子问题可得到相应的松弛型
Benders 最优性割平面，而当子问题无解时则利用

式（6）产生相应的整数型割平面。 当精度满足算法终
止时，整数要求并不满足，则可采用文献［4］中的方
法，进行一些启发式调整。 图 1 给出具体的算法流
程图。

4 数值仿真

为说明所提算法的有效性，在 10~1000 台机组
24 时段等多个系统上进行测试，其中 10 台机组的发
电机参数及各时段负荷数据见文献［6］。 20 ~1 000
台机组的相关数据是通过复制 10 机组 24 时段系统
的基本参数得到。 旋转备用取系统总负荷的 10%。
运行环境为 AMD Athlon Dual Core Processor 4400+
2.3 GHz，1 GB RAM，并在 MＡＴＬＡＢ 2009a 环境下
调用 CPLEX 11 ［17］求解主问题与子问题。

算法中各参数的取值如下：允许误差 ε=0.005；
初始上、下界分别为 UB=∞、LB=0。 此外，在形成透视
割平面时取 k=4、Δpi= （Pi-Pi） ／ k、ph

i=Pi+Δpik。
为了说明改进的松弛型 BDM 比传统的 BDM 计

算效率高，对于不计爬坡约束情形，分别将这 2 种算
法对 10~1000 台机组进行测试。 2 种算法的迭代次
数均为 2 次，其他测试结果具体见表 1，其中 BDM
表示用传统的 Benders 分解求解 UC 问题新的近似

注：加粗的部分为较少的计算时间。

机组台数
CPU 时间 ／ s 发电总费用 ／ $

BDM RBDM BDM RBDM
10 1.4 0.5 563948 563948
20 3.0 1.2 1123642 1123642
40 7.7 3.0 2243240 2243787
60 13.2 4.8 3363760 3363760
80 19.4 6.3 4 481551 4481813
100 19.2 7.1 5604611 5603450
200 25.6 8.9 11201251 11203816
300 33.0 10.2 16795679 16798775
500 69.4 20.4 27991792 27992594
800 172.5 49.9 44785289 44777827
1 000 186.4 55.2 55975394 55985302

表 1 10~1000 台机组系统 24 时段的测试结果
（无爬坡约束）

Table 1 Test results of 24鄄period，10~1000鄄unit
systems（without ramp鄄rate constraint）
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参数初始化：LB、ＵＢ、ε

求解主问题的线性松弛
约束为：旋转备用、最小启停时间

产生覆盖不等式，同时形成子问题并求解
约束为：功率平衡、机组出力、爬坡约束、透视割平面

LB>UB-ε？

停止，输出结果
Y

将覆盖不等式与 Benders
割平面，加入到主问题约束中

N

图 1 算法流程图
Fig.1 Flowchart of algorithm



MILP 模型，RBDM 则表示用改进的松弛型 Benders
分解进行求解。 从表 1 可以看出，2 种算法所计算得
到的发电总费用基本相近，但计算时间方面，RBDM
却少了许多，RBDM 的计算时间不到 BDM 的一半。

另一方面，由于广义 Benders 分解（GBD）可直接
用于求解混合整数非线性规划问题，文献［14］直接
利用 GBD 求解 UC 问题。 为了与文献［14］中的计算
结果进行比较，下面对于 40~100 台机组不计爬坡约
束，并且采用相同的允许误差进行测试，比较结果见
表 2，表中“—”表示文中没有给出结果。 通过表 2 可
以看出，除了误差为 0.004 时 40 台机组与 100 台机
组的测试结果比 GBD 方法稍差外，本文所提算法的
其他计算结果均优于文献［14］中 GBD 方法的计算
结果。 此外，在求解不同规模 UC 问题时文献［14］中
GBD 方法的迭代次数为 3~5 次，而本文算法则均为
2 次，说明本文算法具有良好的稳定性。

为了进一步检验本文所提算法的有效性，对于
10~100 台机组不计爬坡约束情形，再将计算得到的
发电总费用和文献［6］与文献［18］的方法进行比较，
其中文献［6］是采用拉格朗日松弛法求解 UC 问题，
而文献［18］是把 UC 问题近似表示为 MILP 模型，然
后直接调用 CPLEX 进行求解。 在相同的条件下将计
算结果进行比较 ，具体见表 3。 通过表 3 可以看
出，本文算法的计算结果均优于另外 2 种方法的计
算结果。

对于计及爬坡约束情形，类似于文献［4］，取机
组爬坡约束功率限制分别为 Pup，i=Pdown，i= 20% Pi，且

不计启动和停机功率速度限制，令 Pstart，i=Pshut，i=Pi。 用
传统的 BDM 和本文所提出的 RBDM 这 2 种方法对
10~100 台机组进行测试，测试结果也是 2 种算法
都经过 2 次迭代收敛，计算所得的发电费用基本相
近，而 RBDM 的计算时间却大幅减少，具体结果如表
4 所示。

5 结语

本文基于改进的松弛型 BDM 与透视割平面，提
出一种求解 UC 问题的新算法。 该算法通过借助覆
盖不等式建立一个改进的松弛型 BDM，算法中大量
覆盖不等式的加入与线性松弛大幅减少了计算时
间。 10~1000 台机组 24 时段多个系统的数值仿真结
果也证实了本文算法能在较快的时间内获得高质量
的次优解。 该算法为各类 UC 问题的有效求解提供
了一条新的途径。
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注：加粗部分为表中最好结果。
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GBD — — — 5602638
RBDM 2243787 3363760 4481813 5602584

发电总费用 ／ $
40 台 60 台 80 台 100 台

表 2 40~100 台机组系统 24 时段 2 种算法的结果比较
Table 2 Comparison of test results between two
algorithms for 24鄄period，40~100鄄unit systems

注：加粗部分为表中最好结果。
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发电总费用 ／ $
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表 3 10~100 机组系统 24 时段不同
算法的结果比较

Table 3 Comparison of test results among different
algorithms for 24鄄period，10~100鄄unit systems

注：加粗的部分为较少的计算时间。
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Table 4 Test results of 24鄄period，10~100鄄unit
systems（with ramp鄄rate constraint）
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Unit commitment algorithm based on improved Benders
decomposition and perspective cut

ZHENG Haiyan1，JIAN Jinbao2，QUAN Ran3，YANG Linfeng4
（1. College of Mathematics and Information Science，Guangxi University，Nanning 530004，China；
2. College of Mathematics and Information Science，Yulin Normal University，Yulin 537000，China；

3. College of Science，Henan University of Technology，Zhengzhou 450001，China；
4. College of Computer Electronics and Information，Guangxi University，Nanning 530004，China）

Abstract： Classical BDM（Benders Decomposition Method） decomposes a problem into master problem and
sub鄄problem in simple form and solves them. As the master problem is a mixed integer problem，to solve it
is the most time鄄consuming part of BDM. In order to solve the UC（Unit Commitment） problem of thermal
power，an algorithm based on improved BDM and PC（Perspective Cut） is proposed. Combined with the cover
inequality，an improved relaxed BDM is proposed and，based on PC and linearization technique，an
approximate MILP（Mixed Integer Linear Programming） model is established. The UC problem is then solved
by the relaxed BDM. The test results of 24鄄period，10~1 000鄄unit systems and the comparison between two
methods prove the proposed algorithm effective.
Key words： unit commitment； perspective cut； mixed integer linear programming； Benders decomposition；
cover inequality； models； optimization
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