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0 引言

分布式电源（DG）易受气象影响，输出功率具有
随机性和间歇性，因而配电网潮流具有明显的不确
定性特征。 配电网规划和调度需要分析研究不确定
性潮流算法，当前主要提出了模糊数学法［1鄄3］、概率潮
流法［4鄄9］及区间分析法［10鄄13］。 由于工程中难以获得不
确定性参数的隶属函数或概率密度，只能近似处理
或人为设定，导致计算结果出现较大偏差。 相对而言，
获取不确定性参数的区间值较为简便、准确。 因此
采用区间数形式描述分布式电源的不确定性并计算
有源配电网的区间潮流，具有更好的工程应用价值。

基于区间数计算法则的区间潮流结果存在超宽
度问题 ［10 鄄11］，降低了算法实用性。 文献［14 鄄16］因此
将仿射数学运用到区间潮流计算中，在一定程度上压
缩了解的范围，计算结果更加精确。 然而文献［14］
的迭代过程只是部分采用仿射，没有完全发挥仿射
的作用。 文献［15 鄄16］完全采用仿射进行迭代，却只
求出节点电压的实部区间和虚部区间，没能得到节
点电压的幅值区间和相角区间。

上述研究表明，仿射比区间运算能得到更准确
的结果，但基于仿射迭代的区间潮流计算仍存在几个
问题：如果严格遵循仿射运算法则，噪声元数量会不
断增加，降低潮流计算速度；随着噪声元数目增加，
如果迭代过程中各节点电压没有同时更新，如高斯-
赛德尔迭代法和前推回代法，则需要记录大量新增的
噪声元，给编程带来困难；迭代得到的直接结果是节
点电压复仿射形式，而在工程运用中更需要知道的是
节点电压的幅值区间和相角区间，如何实现前者向后

者的准确转换，目前尚无这方面的研究。
鉴于此，本文采用复仿射描述分布式电源的不确

定性，建立了复仿射迭代形式的 Ybus 高斯区间潮流
方程，迭代过程中各节点电压更新步调一致，编程简
便。 迭代过程中合并同一非线性运算产生的噪声元，
降低噪声元数量。 在收敛后构建节点电压的复仿射
多边形，提出电压幅值区间值和相角区间值的计算方
法。 IEEE 33 节点系统算例结果表明，与基于区间数
Ybus 高斯法和蒙特卡罗模拟法相比，本文方法的迭代
过程直观简便，节点电压幅值区间值和相角区间值
计算准确，兼顾了区间潮流计算的效率和精度要求。

1 仿射数学及其运算

在仿射算术中，仿射 X赞 是由有限个噪声元线性
叠加而成的不确定量［17］，即有：

X赞 ＝x0+x1ε1+x2ε2+…＋xnεn=x0+鄱
i＝1

�n
xiεi （1）

其中，εi 为噪声元，范围为［-1，1］；xi 为系数，代表了
噪声元 εi 所对应的不确定量的大小；x0 为中心值；n
为噪声元个数。
1.1 实数域的仿射运算

仿射运算分为线性运算和非线性运算［18鄄19］，其中
线性运算包括加法、减法和数量乘法运算，计算时不
产生新的噪声元。

X赞 ±Y赞 = （x0±y0）+ （x1±y1）ε1+…+ （xn±yn）εn

X赞 ±λ�= （x0±λ）+x1ε1+x2ε2+…+xnεn
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其中，λ 为任意实数。
非线性运算主要包括乘法、除法、倒数、平方等

运算，计算时会产生新的噪声元。
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摘要： 采用复仿射描述 DG 出力和状态变量的不确定性，建立复仿射迭代形式的 Ybus 高斯区间潮流方程。
提出将同类噪声元合并的处理方法，减少迭代过程中增加的噪声元数量，兼顾区间潮流计算的效率和精度。
提出从复仿射计算电压幅值区间值和相角区间值的方法。 IEEE 33 节点系统算例验证了所提方法的有效性
和准确性。
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� � 除法运算可以分解为乘法运算和倒数运算，此
后采用切比雪夫逼近近似倒数运算，如式（4）所示。

X赞 ／ Y赞 =X赞 １ ／ Y赞赞 " （4）
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其中，a、b 分别为仿射 Y赞 所对应区间数的下、上限。
平方运算的计算公式如式（6）所示。
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1.2 复数域的仿射运算
复仿射中噪声元的系数为复数，线性运算法则

和实仿射相同。 本文结合文献［20 鄄21］的方法，将复
仿射乘法定义为如式（7）所示。

X赞 Y赞 = x0＋鄱
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n
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其中，对任一个复数 z= r+ jx，函数 f（·）定义为 f（z）=
r +j x 。

复仿射除法可以分解为仿射的乘法、平方及倒数
运算。

X赞

Y赞
= Re X赞赞"+ jIm X赞赞"赞 *Re Y赞赞"-jIm Y赞赞"赞 ,×

1
� Re Y赞赞"赞 ,2+ Im Y赞赞"赞 ,2 （8）

仿射可以通过含有相同的噪声元考虑不确定量
之间的相互联系，因此采用仿射形式计算能得到比采
用区间数运算更好的结果。 区间潮流计算中需要进
行多次迭代，若用区间数运算会使超宽度问题越来越
严重，最终使解不可用。

复仿射运算对不确定性潮流计算结果的影响有
两方面：一是对解的完备性的影响，也就是仿射潮流
的运算结果是否能够完全包含实际的潮流变化范围；
二是对解的保守性的影响，也就是仿射潮流的运算结
果是否会远远大于实际的潮流变化范围，而使得计算
结果不可用。 以上复仿射运算法则能够保证解的完

备性，而解的保守性通常采用蒙特卡罗潮流来检验。
1.3 复仿射多边形

命题 1：如果 x1、…、xn 在复平面上互不平行，则

复仿射 X赞 =x0+ x1ε1+ x2ε2+…+ xnεn 的变动区域是复
平面上关于 x0 中心对称的凸 2n 边形。

设 X赞 0 = x0，X赞 i = x0 + 鄱
k ＝ 1 ， i

xkεk（i = 1，2，…，n），则

X赞 i =X赞 i -1+xiεi。 记 X赞 i 在复平面上的变动区域为 Si。
如果 Si-1 在复平面上的位置已经确定，那么 Si

可以由 Si-1 拓展得到。 拓展方法是：以 Si-1 边界为起
点画矢量 xiεi；εi 取极值 1 或 -1，使得 xiεi 位于 Si-1 外
部；在 Si-1 边界上移动矢量 xiεi，则其末端轨迹即为
Si 的边界。

i=1 时，X赞 1 在复平面上的变动范围是以 x0 为中
心的线段 A1B1。 因为噪声元 ε1 ［-1，1］，所以 A1B1

的长度等于 2 x1 ，角度由 x1 决定，如图 1（a）所示。

i=2 时，有 X赞 2 =X赞 1+x2ε2。 当 x2ε2 沿线段 A1B1 移
动时，S2 以线段 A1B1 为中心向两侧拓展。 当 ε2 取极
值 1 或 -1 时，S2 的边界是平行四边形 A2B2C2D2，边长
A2B2 = C2D2 = A1B1 =2 x1 ， A2B2 = B2C2 =2 x2 。
A2D2、B2C2 的角度由 x2 决定，如图 1（b）所示。 因此，

当 i=2 时，X赞 2 在复平面上的变动范围是以 x0 为中心
对称的凸四边形。

同理，当 i = 3 时，S3 沿四边形A2B2C2D2 的边向
外拓展为凸六边形 A3B3C3D3E3F3，如图 1（c）所示。
其中 ，边长 A3F3 = C3D3 = 2 x3 ， A3B3 = D3E3 =
2 x2 ， B3C3 = E3F3 =2 x1 。

反复拓展后，Sn 为凸 2n 边形，边长分别为 2 xn 、
2 xn-1� 、…、2 x1� ，如图 1（d）所示。

在以上拓展过程中，如果 xi 与 x1、…、xi-1 中的某
一个平行，则该次拓展后的 Si 边数不会增加，仍然与
Si-1 的边数相等。 因此有以下真命题。

命题 2：如果 x1、…、xn 在复平面上可分为互不

平行的 M 组，则复仿射 X赞 n= x0 + x1ε1 + x2ε2 +…+ xnεn

的变动区域是复平面上关于 x0 中心对称的凸 2M 边
形。 其 2M 条边两两平行且等长，边长是对应分组中
所有噪声元系数模值之和的 2 倍。

命题 2 的推导过程和命题 1 是类似的。
由命题 1 和 2 可知，在迭代收敛后就可以由电

压复仿射构建对应的复仿射多边形。

2 基于复仿射的 Ybus 高斯潮流迭代方法

目前求解区间潮流主要有 Krawczyk鄄Moore 区间
迭代法［11，14］和前推回代迭代法［10，15鄄16］，前者需要求解
区间雅可比矩阵，过程较为繁琐，后者节点编号较为
麻烦，编程不简便。 本文在复仿射形式下用 Ybus 高
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斯法［22］进行迭代，过程直观，编程简便。
2.1 Ybus 高斯迭代

电网节点电压方程的分块矩阵形式如式（9）所示。
Y Yot

Yto Ytt
t "U

U t
t "= I

I t
t " （9）

解得：
U=Y-1［Ｉ-ＹotUt］ （10）

其中，U 为节点电压；Ｉ 为节点注入电流；t 为电网节
点总数，节点 t 是平衡节点；Ｙot 和 Yto 为节点 t 和其他
节点之间的互导纳构成的分块矩阵，互为转置；Ytt

为节点 t 的自导纳；Ｙ 为整个电网节点导纳矩阵除去
Ｙot、Yto、Ytt 后的分块矩阵。

将式（11）的节点注入电流代入式（10），得到如

式（12）所示的复仿射迭代计算式。
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（12）
其中，Ｉi、Ui、Pi、Qi、S軌 i 分别为节点 i 的注入电流、节点
电压、注入有功功率、注入无功功率、注入复功率；上
标（k）表示第 k 次迭代的结果；Yij 为节点 i、 j 之间的
互导纳。

受负荷波动及分布式电源出力的影响，配电网中
各节点注入功率具有不确定性，因而节点 i 注入功
率的复仿射形式为：

S赞 i=S軌0i+piεi+jqiγi i=1，２，…，t-1 （13）

其中，S軌0i 为节点注入功率复仿射中心值；εi、γi 分别为
节点 i 注入有功功率波动和无功功率波动的噪声
元；若节点 i 注入功率恒定，则 pi、qi 都为 0。 可见，复

仿射 S赞 i 所表示的不确定域是复平面上的一个矩形。
2.2 噪声元合并

电压的不确定性是由节点功率不确定引起的，
所以电压复仿射自然就含有功率仿射中的噪声元，
应该采用与功率仿射相同的噪声元来描述电压仿射
初始值。 若节点数为 t 的网络中有 m 个节点的注入
功率是波动的，则电压仿射初始值为：

U赞 i=U0i=1+0×εk1+0×γk1+0×εk2+0×γk2+…+
0×εkm+0×γkm （14）

i=1，２，…，t-1
其中，kl（l=1，2，…，m）为第 l 个功率波动节点的节点
编号。

复仿射迭代过程中的非线性运算会产生新的噪
声元。 一次潮流迭代中，式（12）每个迭代式右侧的
除法运算 S赞 i ／ U赞 i 转换为 2 次实仿射平方运算、1 次实
仿射倒数运算及 2 次复仿射乘法运算，各新增一个噪
声元。 共有 t-1 个迭代式，那么迭代 g 次后每个电压
复仿射中含有的噪声元数量 N 为：

N＝２m+5（t-1）g （15）
式（15）表明噪声元数量与节点数成正比，将极

大地影响大型电网的计算速度。
在每次迭代计算后，本文将 2 次平方运算所产生

A1
B1

X赞 1=x0+x1ε1Im X赞i%

O
Re X赞i%

（a） 考虑 １ 个噪声元

A2

B2

C2D2

O

Im X赞i%

Re X赞i%

X赞 2=x0+x1ε1+x2ε2

（b） 考虑 2 个噪声元

Im X赞i% X赞 3=x0+x1ε1+x2ε2+x3ε3

Re X赞i%

A3

B3
C3

D3

E3F3

（c） 考虑 3 个噪声元

O

X赞 n=x0+x1ε1+x2ε2+…+xnεnIm X赞i%

Re X赞i%
O

（d） 考虑 n 个噪声元

图 1 构造复仿射多边形
Fig.1 Construction of complex affine polygon

…
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的 2（t-1）个噪声元合并为一对，倒数运算所产生的
t-1 个噪声元合并为一对，第 1 次乘法运算产生的 t-1
个噪声元合并为一对，第 2 次乘法运算产生的 t-1
个噪声元合并为一对。 合并后的每对噪声元系数分
别为实数和虚数。 则一次迭代结束后，电压复仿射
只会增加 8 个新的噪声元。

迭代 g次后电压仿射中含有的噪声元数量 N为：
N＝２m+8g （16）

可见，在合并同类运算噪声元后，迭代过程中噪
声元数量大幅减少，将有效提高潮流计算效率。

噪声元合并对计算结果的影响也体现在完备性
和保守性两方面。

由命题 1，复仿射变动区域是复平面上的一个凸
中心对称多边形，其形状与噪声元的数目和系数有
关。 因此噪声元合并对计算结果的影响也就表现为
对复仿射多边形形状的影响。 如果 g 次迭代后，节
点 i 的电压复仿射 U赞 i

（g） 在复平面上的变动区域为
S1，某个非线性运算对其增加 t-1 个噪声元后的变动
区域为 S2，那么根据命题 1 中对复仿射多边形的推导
过程，显然 S2 完全覆盖了 S1。 把 t-1 个噪声元合并为
2 个噪声元， 就是只对 S1 新增 2 个噪声元得到覆盖
区域 S3。 如果合并后新增噪声元的系数使得 S3 恰好
完全覆盖 S2，那么这个合并过程只增加了第 g 次迭代
解的保守性而没有影响完备性。

在第 g 次迭代得到同类非线性运算的一组噪声
元系数后，将这些噪声元的系数分别取实部和虚部，
取所有实部的绝对值之和作为一个噪声元的系数，
取所有虚部的绝对值之和乘以虚数单位作为另一个
噪声元的系数，可以保证合并过程不会破坏解的完
备性。

此外，为了保证合并过程不会影响下一次迭代解
的完备性，在矩阵与仿射列向量的乘法运算中，首先
按仿射数量乘法和仿射加法法则计算 t-1 个噪声元
的系数，此后保留结果的实部和虚部符号不变，将仿
射加法改为按系数模值相加，用新的结果替换原数
值，从而保证运算结果的复仿射多边形拓展到更宽
的区域，以避免噪声元合并影响下一代迭代解的完
备性。
2.3 算法流程

采用合并噪声元后的复仿射潮流迭代算法如下。
步骤 1：输入网络参数和波动分布式电源参数。
步骤 2：按式（14）设置节点电压复仿射初始值。
步骤 3：按式（12）进行潮流迭代计算。
步骤 4：判断是否满足收敛条件，若不满足收敛

条件，则返回步骤 3。
步骤 5：构造电压复仿射多边形，由复仿射多边

形求得节点电压幅值区间值和相角区间值。
当迭代结果满足如式（17）所示的收敛条件时停

止迭代过程。

max U ie
（k）-U ie

（k-1）） "＜Δ， max U軍 ie
（k）-U軍 ie

（k-1）） "＜ Δ

max U if
（k）-U if

（k-1）） "＜Δ， max U軍 if
（k）-U軍 if

（k-1）） "＜
＜
&
&&
%
&
&
&
'

Δ
（17）

其中，Δ为一个很小的正数，取为 10-5；U ie
（k）、U軍 ie

（k） 、U if
（k）、

U軍 if
（k） 分别为第 k 次迭代后节点 i 电压的实部下限、实

部上限、虚部下限、虚部上限。

3 电压复仿射到区间数的转换

以上潮流迭代收敛后，得到的结果是节点电压复
仿射，需要转换为电压幅值区间值和相角区间值。

在复平面上，复仿射的变动区域是凸多边形，因
此复仿射幅值最大、相角最大、相角最小所对应的点
一定是凸多边形的顶点。 如图 2 所示，U、U軍分别表

示电压复仿射 U赞 的幅值下限和上限， θ 、θ 分别表示

U赞 的相角下限和上限，u0 为电压复仿射中心值。
U 所对应的点不一定是距离原点最近的凸多边

形顶点，也有可能位于距离原点最近的一条边上。
如图 3 所示，图中点 A 即为最小幅值所对应的点，U
等于线段 AO 的长度。

在画出复仿射多边形以后，就可以如图 2、图 3
计算节点电压的幅值区间值和相角区间值。

4 算例分析

以图 4 所示的 IEEE 33 节点系统为例对比本文
方法（记为 CAA鄄Ybus）、基于 Ybus 高斯迭代和区间
算术的方法（记为 RR鄄Ybus）、蒙特卡罗模拟法（抽样
次数为 104 次）的计算结果。 网络参数见文献［23］，
并在节点 21、24、17、32 接入分布式电源，分布式电源

Im U赞）"

O
Re U赞）"

90°
A

相切

图 3 求取相切情况下的幅值最小值
Fig.3 Minimum amplitude in tangent condition
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图 2 电压复仿射多边形示意图
Fig.2 Schematic diagram of voltage complex affine polygon
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参数如表 1 所示。 分布式电源处理为 PQ 节点，功率
因数为 0.95。 平衡节点电压为 1 p.u.。

采用蒙特卡罗潮流算法检验 CAA鄄Ybus 法的解
的完备性。

以节点 1 为例，图 5 中多边形是 CAA鄄Ybus 法计
算得到的电压复仿射多边形，数据点是蒙特卡罗法的
模拟计算结果，图中电压相量实部、虚部均为标幺值，
后同。

图 5 中多边形完全包含了数据点，并且十分贴近
数据点域，说明 CAA鄄Ybus 法计算结果具备完备性和
准确性。 由于电压复仿射中大部分噪声元的系数非
常小，所以图中多边形近似为四边形，局部放大可以
发现是多边数的图形。

仍以节点 1 电压计算结果为例，图 6 中分别是合
并和不合并噪声元所对应的电压复仿射多边形。 不
合并噪声元时，复仿射多边形相对圆滑柔和；合并噪
声元时，复仿射多边形相对棱角分明。 但从总体来

看，合并过程没有影响解的完备性，最后得到的节点
电压幅值区间和相角区间也是极为接近的。

此后从 CAA鄄Ybus 的复仿射计算节点电压幅值
区间值和相角区间值，并与 RR鄄Ybus 法、蒙特卡罗
法的结果对比，如图 7、图 8 所示，图 7 中电压幅值
区间为标幺值。

从图 7、图 8 可以看出，RR鄄Ybus 法的结果区间
值超出蒙特卡罗法结果较大，因而过于保守。 相比
之下，本文方法的结果区间值都刚好包含蒙特卡罗方
法的区间值，而比 RR鄄Ybus 方法得到的区间值要窄
很多，因而更为准确。

5 结论

由于不能忽略分布式电源出力的不确定性，配电
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图 5 节点 1 电压复仿射和蒙特卡罗计算结果
Fig.5 Node鄄1 voltages calculated by complex

affine and Monte鄄Carlo

分布式
电源

输出功率 波动
范围 ／% 复仿射形式

P ／ MW Q ／ Mvar

DG21 1.6 0.526 5 0.16+ j0.0526+5%×0.16ε21+
j5%×0.0526γ21

DG24 1.5 0.493 10 0.15+ j0.0493+10%×0.15ε24+
j10%×0.0493γ24

DG17 0.6 0.198 15 0.06+ j0.0198+15%×0.06ε17+
j15%×0.0198γ17

DG32 0.9 0.296 20 0.09+ j0.0296+20%×0.09ε32+
j20%×0.0296γ32

表 1 分布式电源的波动参数
Table 1 Fluctuation parameters of DGs

不合并噪声元时多边形顶点
不合并噪声元时多边形

合并噪声元时多边形
合并噪声元时多边形顶点
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图 6 合并噪声元对结果的影响（节点 1 电压复仿射）
Fig.6 Influence of noise element merging on results

(complex affine of Node鄄1 voltage)
图 4 含分布式电源的 IEEE 33 节点系统
Fig.4 IEEE 33鄄bus system with DGs
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图 7 3 种方法的节点电压幅值区间
Fig.7 Voltage amplitude intervals calculated

by three methods
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Fig.8 Voltage phase鄄angle intervals calculated

by three methods
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网的调度运行中需要首先求解不确定性潮流，从而
解决分布式电源并网的优化运行问题。 采用复仿射
形式的区间潮流算法具有参数获取简便、准确的优
点，但计算速度受噪声元数量影响很大，且计算结果
为复仿射形式，难以转换为区间值。

本文提出了复仿射迭代形式的 Ybus 高斯区间
潮流算法，通过合并同一运算产生的噪声元提高区间
潮流计算速度，通过构建复仿射多边形以便更准确地
计算电压幅值区间值和相角区间值。 与此前方法相
比，本文方法很大程度上克服了区间潮流的保守性问
题，得到的区间值更接近真实结果。 IEEE 33 节点系
统的结果对比验证了本文方法的有效性和准确性。

本文方法的优势首先在于复仿射运算的应用，
其次是噪声元的合并，再次是电压复仿射到区间值的
求解方法。 这 3 个元素也可以应用到其他不确定性
潮流算法中，本文采用 Ybus 高斯迭代是因为其编程
实现过程更简单方便。
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Interval power鄄flow algorithm based on complex affine Ybus鄄Gaussian iteration
considering uncertainty of DG operation

WANG Shuhong，SHAO Zhenguo
（College of Electrical Engineering and Automation，Fuzhou University，Fuzhou 350116，China）

Abstract： An interval power鄄flow equation based on the complex affine Ybus鄄Gaussian iteration is established，
which applies the complex affine to describe the uncertainties of DG outputs and state variables. With the
consideration of both efficiency and accuracy of interval power鄄flow calculation，similar noise elements are merged to
suppress the noise element increase during the iteration. The complex affine is adopted to calculate the intervals of
voltage amplitude and phase鄄angle. IEEE 33鄄bus system is applied to verify the effectiveness and correctness of the
proposed method.
Key words： distribution network； distributed generation； interval power鄄flow； complex affine； Ybus鄄
Gaussian iteration； noise element； power鄄flow calculation； uncertainty
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Power鄄flow calculation for distribution network with PMU
WAN Rong，XUE Hui

（College of Information and Electrical Engineering，China Agricultural University，Beijing 100083，China）
Abstract： Though the power鄄flow calculation with the consideration of PMUs（Phasor Measurement Units） in
distribution network is theoretically accurate，reliable and fast，PMU effects the practical applications due to
its measuring error. IEEE 33鄄bus distribution system is adopted to test the traditional back ／ forward sweep
algorithm and the back ／ forward sweep algorithm with weak sensitivity to the variation of load static voltage
characteristics respectively and results show that，when the measuring error of PMU is not considered，the
traditional back ／ forward sweep algorithm can ensure the accuracy of power鄄flow calculation and improve the
convergence rate；when the measuring error of PMU is considered，the back ／ forward sweep algorithm with
weak sensitivity to the variation of load static voltage characteristics has better error鄄resistant performance；
the calculation accuracy of both algorithms when PMU is equipped at normal node is higher than that when
it is equipped at DG node.
Key words： distribution network； power鄄flow calculation； distributed power generation； phasor measurement
unit； static voltage characteristics； back ／ forward sweep algorithm


