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基于海森矩阵的仿射谐波潮流保守性优化
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摘要：针对传统仿射谐波潮流的计算结果存在较大保守性的问题，提出一种仿射谐波潮流的保守性优化方

法。首先建立电网潮流方程，并采用牛顿-拉夫逊算法进行求解，在求解过程中采用纽曼级数将仿射矩阵的

求逆运算转换为乘法运算；然后定义保守度作为保守性的量化指标，以完备性为约束条件、保守度最小为优

化目标，基于海森矩阵求解仿射乘法的最优近似；最后将仿射乘法的最优近似用于仿射谐波潮流计算。IEEE
30节点系统仿真结果表明，相较于传统算法，所提方法的计算结果具有更小的保守性。
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0 引言

为了缓解能源危机，大量分布式新能源发电接

入电网［1］。分布式新能源发电向电网注入谐波电

流，导致电网电压出现谐波畸变，新能源发电的随机

性与波动性又使得这种谐波畸变具有不确定性［2］。
此外，分布式新能源发电的接入规划［3］与运行优

化［4］也需要在计及不确定性因素下计算电网的谐波

潮流，以便搜索全局最优解。因此，开展不确定性谐

波潮流计算具有重要意义。

常见的电力系统不确定性潮流算法有概率潮流

和区间潮流。概率潮流根据历史数据建立不确定量

的概率密度函数模型，求解电网潮流的概率分

布［5-6］。但实际工程中获取精确的概率密度函数需

要大量的历史数据，而近似处理又将导致计算结果

存在较大的偏差。相比之下，区间潮流只关注不确

定量的波动范围，实现简单，但传统区间潮流计算结

果的保守性过大，即区间潮流所得到的区间范围大

于精确的区间范围，这使得计算结果丧失工程应用

价值。作为区间潮流的发展，仿射潮流［7-9］能够记录

不确定量之间的相关性，使其计算结果具有更小的

保守性，因此得到了广泛应用。

求解仿射潮流涉及大量的仿射运算，其中非线

性仿射运算生成噪声元的高次项，近似处理得到的

计算结果具有保守性，进而导致仿射潮流的计算结

果具有保守性。按照传统的仿射运算法则，1次仿

射除法运算等效为 2次仿射乘法运算、1次仿射倒数

运算与 1次仿射平方运算，文献［10］将 2次仿射乘法

运算产生的噪声元视为同类噪声元，通过合并同类

噪声元的方法降低仿射除法运算结果的保守性，但

其所采用的仿射乘法运算法则具有较大的保守性。
文献［11］改进噪声元的合并方法，将新增噪声元视
为原有噪声元的函数关系来保留相关性，降低非线
性仿射运算结果的保守性。仿射函数表示仿射量之
间的映射关系，文献［12］采用仿射函数替代非线性
仿射运算，建立风速-功率的仿射模型，获得保守性
更小的计算结果，但保守性的优化效果受限于风速-
功率函数的拟合精度。极坐标形式的潮流方程涉及
正弦函数与余弦函数，文献［13］采用泰勒级数近似
处理潮流算式，改进正弦函数与余弦函数的仿射运
算，获得保守性更小的潮流计算结果。由此可见，优
化非线性仿射运算方法是降低仿射潮流保守性的
关键。

本文提出一种仿射谐波潮流的保守性优化方
法。首先建立电网潮流方程，根据牛顿-拉夫逊算法
求解潮流方程，在求解过程中采用纽曼级数将仿射
矩阵的求逆运算转换为乘法运算；其次定义保守度，
并选取仿射乘法运算结果的保守度作为优化对象，
以完备性为约束条件、保守度最小为优化目标建立
优化模型；然后基于海森矩阵求解优化模型，得到仿
射乘法的最优近似；最后将改进的仿射乘法用于仿
射谐波潮流计算，通过 IEEE 30节点系统算例与传
统方法对比，验证了本文方法的计算结果具有更小
的保守性。

1 仿射谐波潮流算法

1.1 仿射算术

已知不确定量的下界与上界，可定义区间数[ ]X ：

[X ]=[ xmin，xmax ] （1）
其中，xmin与 xmax分别为区间的下界与上界。

在区间数中引入噪声元表示变量之间的相关
性，得到仿射数 x̂，如式（2）所示。

x̂= x0 +∑
i= 1

n

xiεi （2）
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其中，x0为中心值；εi为噪声元，表示不确定性因素，
取值范围是［-1，1］；xi为噪声元系数，表示不确定性
因素对中心值的影响程度；n为噪声元的数量。

仿射潮流涉及大量的仿射运算，仿射运算法则
参见文献［14］。仿射运算的值域是对精确值域的近
似估计。用完备性表示近似值域包含精确值域的能
力，不满足完备性的近似值域存在信息缺失。用保
守性表示近似值域范围超出精确值域范围的程度，
保守性过大的近似值域将失去应用价值。

完备性是仿射运算结果具有合理性的基础，要
求仿射运算的近似值域必须包含精确值域，即近似
值域的区间下界应小于或者等于精确值域的区间下
界，并且近似值域的区间上界应大于或者等于精确
值域的区间上界。为了提高仿射运算的精度，要求
仿射运算结果在满足完备性的前提下具有较小的保
守性。
1.2 谐波源仿射模型

谐波源的仿射模型可以描述为：

Î ( )h = f ̂h (Û ( )1，Û ( )2，⋯，Û ( )H，C) （3）
其中，h为谐波次数，h取 1表示基波分量；H为谐波

潮流所需分析的最高谐波次数；Î ( )h 为 h次谐波电流

的仿射值，Û ( )h 为 h次谐波电压的仿射值；C为控制
参数。

电网中的谐波源根据其谐波电流发射特性的差
异可以分为 2类：第一类谐波源发射的谐波电流受
接入点谐波电压的影响较大，可采用谐波耦合导纳
矩阵模型描述其谐波电流的发射特性，该类谐波源
有电弧炉、荧光灯等；第二类谐波源发射的谐波电流
主要取决于自身的运行功率，接入点的谐波电压对
其谐波电流的影响较小，可采用恒流源模型描述其
谐波电流的发射特性，该类谐波源为电力电子器件。

本文以第二类谐波源为研究对象，选取含有率
模型描述谐波源的特性，即忽略谐波源接入点的谐
波电压对其谐波电流的影响。当谐波源并网运行
时，其基波电压等于电网的基波电压。综上所述，可
将式（3）近似处理为式（4）。

Î ( )h = f ̂h ( Î ( )1 ) （4）
根据式（5）计算谐波源输出谐波电流幅值的仿

射与相角的仿射，以此构造电网节点谐波电流的仿

射矩阵 Îh，再由网络参数形成电网节点谐波导纳矩
阵 Yh，并根据式（6）求取电网节点谐波电压的仿射

矩阵 Ûh。

ì

í

î

ïï
ïï

|| Î ( )h = || Î (1) I
( )h- spectrum

I ( )1- spectrum

θ̂ ( )h = θ ( )h- spectrum + h ( )θ̂ ( )1 - θ ( )1- spectrum
（5）

Ûh = Y -1
h Îh （6）

其中，| Î ( )h |为 h次谐波电流幅值的仿射；θ̂ ( )h 为 h次谐

波电流相角的仿射；I ( )h- spectrum 与 I ( )1- spectrum 分别为谐波

源典型频谱中 h次谐波电流幅值与基波电流幅值；

θ ( )h- spectrum 与 θ ( )1- spectrum 分别为谐波源典型频谱中 h次
谐波电流相角与基波电流相角。

1.3 仿射潮流修正方程组

基于牛顿-拉夫逊算法的仿射潮流修正方程

组为：

ĴΔX̂ = ΔŴ （7）
其中，Ĵ为雅可比仿射矩阵，ΔX̂为基波电压修正量的

仿射矩阵，ΔŴ为功率修正量或电压修正量的仿射

矩阵，分别如式（8）—（10）所示。上述矩阵元素的计

算方法参见文献［15］。

Ĵ =

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ù

û
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ú

ú

ú
úú
ú
ú

ú

Ĥ11 N̂11 … Ĥ1w N̂1w
M̂11 L̂11 … M̂1w L̂1w⋮ ⋮ ⋮ ⋮
Ĥw1 N̂w1 … Ĥww N̂ww

R̂w1 Ŝw1 … R̂ww Ŝww

（8）

ΔX̂ =[Δ f ̂ ( )11 Δê( )11 ⋯ Δ f ̂ ( )1
w Δê( )1

w ]T （9）
ΔŴ =[ΔP̂1 ΔQ̂1 ⋯ ΔP̂w ΔÛ 2

w ]T （10）
其中，w为电网中除平衡节点以外的总节点数；Ĥij与

N̂ij分别为节点 i注入有功功率对节点 j 电压虚部与

电压实部偏导的仿射值；M̂ij与 L̂ij分别为节点 i注入

无功功率对节点 j电压虚部与电压实部偏导的仿射

值；R̂ij与 Ŝij分别为节点 i电压幅值平方对节点 j电压

虚部与电压实部偏导的仿射值；Δê( )1
i 与Δ f ̂ ( )1

i 分别为

节点 i基波电压实部与基波电压虚部的修正量的仿

射值；ΔP̂i、ΔQ̂i与ΔÛ 2
i 分别为节点 i注入有功功率、

无功功率与电压幅值平方的修正量的仿射值；i、j=1，
2，…，w。
1.4 基于纽曼级数的雅可比仿射矩阵求逆方法

为了求解式（7）的仿射修正方程组，需要对雅可

比仿射矩阵进行求逆运算，将式（7）转换为式（11）的

形式，进而通过仿射乘法计算基波电压修正量的仿

射矩阵ΔX̂。
ΔX̂ = Ĵ invΔŴ （11）

其中，Ĵ inv为雅可比仿射矩阵的逆矩阵。

以雅可比仿射矩阵的中心值矩阵 J0作为基准，

对雅可比仿射矩阵进行标幺化处理，即雅可比仿射

矩阵的中心值矩阵与噪声元系数矩阵均除以其中心

值矩阵，标幺化后的结果如式（12）所示。由于系数

矩阵 Jpu，i有界，因此，雅可比仿射矩阵的求逆运算可
展开为纽曼级数［16］的形式，如式（13）所示。

Ĵpu = I +∑
i= 1

n

Jpu，i εi （12）
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Ĵ -1pu = (I + Jpu，1ε1 + Jpu，2ε2 +⋯+ Jpu，nεn) -1 = I -
∑
i= 1

n

Jpu，i εi + (∑
i= 1

n

Jpu，i εi)
2
- (∑

i= 1

n

Jpu，i εi)
3
+⋯（13）

其中，下标pu表示标幺值；I为单位矩阵。
由于噪声元的取值范围是［-1，1］，将噪声元高

次项看作区间，引入新增噪声元εe，则噪声元高次项
（如 l次项）满足式（14）的包含关系。将式（14）应用
于式（13）中，结合纽曼级数可得到式（15）。

(∑
i= 1

n

Jpu，i εi)
l

⊆ (∑
i= 1

n

|| Jpu，i )
l

εe （14）
Ĵ -1pu ⊆ I -∑

i= 1

n

Jpu，i εi +C2 (I +C) -1εe （15）
其中，| Jpu，i |表示对矩阵 Jpu，i的元素取绝对值后构造

的矩阵；“⊆”表示该符号右侧变量能包含左侧变量

的所有可能取值；C =∑
i= 1

n

|| Jpu，i 。
仍以雅可比仿射矩阵的中心值矩阵 J0为基准，

将标幺值转换为有名值，以此定义雅可比仿射矩阵
的求逆运算方法：

Ĵ inv = J inv0 +∑
i= 1

n

J invi εi + J inve εe （16）
ì

í

î

ïï
ïï

J inv0 = J -10
J invi =-J -10 Jpu，i
J inve = J -10 C2 ( )I -C -1

（17）

其中，J inv0 为雅可比仿射矩阵的逆矩阵的中心值矩
阵；J invi 为雅可比仿射矩阵的逆矩阵的原有噪声元系
数矩阵；J inve 为雅可比仿射矩阵的逆矩阵的新增噪声
元系数矩阵。

得到雅可比仿射矩阵的逆矩阵后，便可根据式
（11）求解节点基波电压修正量的仿射矩阵，再由式
（18）更新全网节点的基波电压仿射值。

X̂ ( )t = X̂ ( )t- 1 + ΔX̂ ( )t- 1 （18）
其中，X̂ ( )t 为第 t次迭代后节点基波电压的仿射矩阵；

ΔX̂ ( )t- 1 为第 t-1次迭代后节点基波电压修正量的仿

射矩阵。迭代收敛条件为ΔX̂的中心值、上界值与下
界值均小于设定的精度。

2 基于海森矩阵求解的仿射潮流保守性优化

2.1 保守性优化模型
在基于纽曼级数定义雅可比仿射矩阵的求逆运

算后，求解仿射潮流修正方程组所涉及的非线性运
算为乘法运算。建立仿射乘法的保守性优化模型来
求解仿射乘法的最优近似，降低仿射乘法运算结果
的保守性，进而可以降低仿射谐波潮流计算结果的保
守性。由于实数域与复数域的仿射乘法运算法则相
同［7］，因此本文以实数域的仿射乘法为例展开分析。

将仿射乘法运算看作 n个噪声元的函数，记为

f (ε1，ε2，⋯，εn )，在定义域内选取展开点，对其进行

泰勒展开，将常数项与噪声元一次项之和记为
g (ε1，ε2，⋯，εn )，噪声元高次项记为 fh (ε1，ε2，⋯，εn )，
如式（19）所示。
f (ε1，ε2，⋯，εn )= g (ε1，ε2，⋯，εn )+ fh (ε1，ε2，⋯，εn )

（19）
为了保证运算结果满足式（2）的仿射形式，根据

式（20）将噪声元高次项近似处理为一次项，得到
式（21）。

d (εn + 1 )= dmin + dmax2 + dmax - dmin2 εn + 1 （20）
h (ε1，ε2，⋯，εn )= g (ε1，ε2，⋯，εn )+ d (εn+ 1 )（21）

其中，εn + 1为新噪声元，取值范围是［-1，1］；d (εn + 1 )
为近似处理后的噪声元一次项，由于 εn + 1的取值范
围是［-1，1］，因此将 d (εn + 1 )视为区间，区间宽度记

作w id (d)；dmax与 dmin分别为 fh (ε1，ε2，⋯，εn )在定义域

内的最大值与最小值。
为了便于区分，将 f (ε1，ε2，⋯，εn )得到的结果

称为精确值，将 h (ε1，ε2，⋯，εn )得到的结果称为近

似值。为了衡量近似值的保守性大小，定义保守度，
如式（22）所示。η越小说明近似值的保守性越小，
即近似值越接近精确值。因此，以保守度最小为优
化目标，以完备性为约束条件，针对仿射乘法的保守
性建立优化模型，如式（23）所示。其中，完备性表示
近似值囊括精确值的能力，也就是近似值的区间宽
度应大于或者等于精确值的区间宽度。

η= w id (h ) - w id ( f )
w id ( f ) × 100 % （22）

{min ηs.t. w id (h ) ≥ w id ( f ) （23）
其中，w id ( f )、w id (h )分别为 f (ε1，ε2，⋯，εn )和 h (ε1，
ε2，⋯，εn )在定义域内最大值与最小值之差。

如果 n个自变量 ε1、ε2、⋯、εn的取值范围确定，
则 g (ε1，ε2，⋯，εn )与 fh (ε1，ε2，⋯，εn )的值域是确定

的，即w id (g )与w id ( fh )是确定值，此时w id (h )与w id (d )
有关。其中，w id (g )、w id ( fh )分别为 g (ε1，ε2，⋯，εn )、
fh (ε1，ε2，⋯，εn )在定义域内最大值与最小值之差。

因此，η的大小取决于 w id (d )，式（23）可以转换为

式（24）。

{min w id ( )d = dmax - dmin
s.t. w id ( )h ≥ w id ( f ) （24）

2.2 基于海森矩阵的保守性优化模型求解过程

求取函数的最值需要对比函数在定义域内部与
定义域边界处的极值，又因 fh (ε1，ε2，⋯，εn )是以噪

声元为自变量的多元函数，因此，dmax与 dmin的求解
问题可以转换为多元函数极值的求解问题。海森矩
阵是以多元函数的二阶偏导数作为矩阵元素的方
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阵，通过判断海森矩阵是正定还是负定，可以判断多

元函数内部极值点的位置。

假设参与仿射乘法运算的乘数如式（25）所

示。选取函数的自变量与因变量作为坐标轴建立

坐标系，当展开点选取点（εm，1，εm，2，⋯，εm，n）时，

fh (ε1，ε2，⋯，εn )的海森矩阵如式（26）所示。其中，

（εm，1，εm，2，⋯，εm，n）为函数 f (ε1，ε2，⋯，εn )的一组自

变量取值，下标m表示点的编号。

ì

í

î

ïï
ïï

x̂= x0 +∑
i= 1

n

xiεi

ŷ = y0 +∑
i= 1

n

yiεi
（25）
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2x1y1 x1y2 + x2y1 ⋯ x1yn + xn y1
x1y2 + x2y1 2x2y2 ⋯ x2yn + xn y2

⋮ ⋮ ⋮
x1yn + xn y1 x2yn + xn y2 ⋯ 2xn yn

（26）

其中，y0为仿射的中心值；yi为仿射的噪声元系数。

根据矩阵主子式的符号来判断矩阵是正定还是

负定。其中，He的各阶主子式如式（27）所示。

Dk =
ì

í

î

ïï
ïï

2xi yi k= 0
- ( xi yj - xj yi )2 k= 1，1≤ i< j ≤ n
0 k= 2，3，⋯，n

（27）

其中，Dk为矩阵He的 k阶主子式。

在潮流计算中，仿射变量的噪声元系数满足式

（28）所示的关系。将式（28）代入式（27），可以确定

fh (ε1，ε2，⋯，εn )的最小值点位于定义域的边界处。

此时，还需对比 fh (ε1，ε2，⋯，εn )在定义域内部的极

大值与在边界处的极大值，进而确定其最大值点的

位置。

{∃ xi yi < 0∃ xi yj ≠ xj yi （28）
fh (ε1，ε2，⋯，εn)在定义域边界处的极大值 dexmax

与极小值dexmin分别如式（29）、（30）所示，在定义域内

部的极大值d inmax如式（31）所示。

dexmax =∑
i= 1

n

xi yi +∑
i= 1

n ∑
j = 1，j ≠ i

n

|| xi yj +

∑
i= 1

n∑
j = 1

n

|| xi yjεm，j +∑
i= 1

n∑
j = 1

n

|| xi yjεm，i +

∑
i= 1

n∑
j = 1

n

xi yjεm，i εm，j （29）
dexmin =∑

i= 1

n

xi yi -∑
i= 1

n ∑
j = 1，j ≠ i

n

|| xi yj -

∑
i= 1

n∑
j = 1

n

|| xi yjεm，j -∑
i= 1

n∑
j = 1

n

|| xi yjεm，i +

∑
i= 1

n∑
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xi yjεm，i εm，j （30）

d inmax =∑
i= 1

n

xi yiε2i +∑
i= 1

n ∑
j = 1，j ≠ i

n

xi yjεiεj+

∑
i= 1

n∑
j = 1

n

xi yjεiεm，j+∑
i= 1

n∑
j = 1
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xi yjεjεm，i+

∑
i= 1

n∑
j = 1

n

xi yjεm，i εm，j （31）
对比 fh (ε1，ε2，⋯，εn )在定义域边界处的极大值

与在定义域内部的极大值，存在 dexmax ≥ d inmax。因此，
噪声元高次项的最大值点位于定义域的边界处。综
上所述，噪声元高次项的最大值点与最小值点均位
于定义域的边界处，根据式（24）可得 w id (d )的解

析式。
观察式（29）与式（30）可知，w id (d )与泰勒展开

点的选取有关，选取合适的展开点可以使 w id (d )最
小。当选取原点作为展开点时，w id (d )如式（32）所

示，下标 o表示原点编号。当选取原点以外的任意
点（εp，1，εp，2，⋯，εp，n）作为展开点时，w id (d )如式（33）
所示。其中，（εp，1，εp，2，…，εp，n）为函数 f (ε1，ε2，⋯，εn )
的一组自变量取值，下标 p表示点的编号。

w id (do)= 2∑
i= 1

n ∑
j = 1，j ≠ i

n

|| xi yj （32）
w id (dp)= 2∑

i= 1

n ∑
j = 1，j ≠ i

n

|| xi yj + 2∑
i= 1

n∑
j = 1

n

|| xi yjεp，j +
2∑
i= 1

n∑
j = 1

n

|| xi yjεp，i （33）
对比式（32）与式（33），存在wid（do）<wid（dp）。因

此，当选取原点作为展开点时，w id (d )最小。此时，

g (ε1，ε2，⋯，εn )的解析式如式（34）所示。将原点的

坐标代入式（29）与式（30），并根据式（20）可得
d (εn + 1 )，如式（35）所示。

g (ε1，ε2，⋯，εn)= x0y0 +∑
i= 1

n

(x0yi + y0xi) εi （34）
d (εn + 1)=∑

i= 1

n

xi yi +∑
i= 1

n ∑
j = 1，j ≠ i

n

|| xi yj εn + 1 （35）
将式（34）与式（35）代入式（21），可得仿射乘法

的最优近似，如式（36）所示。

x̂ŷ = x0y0 +∑
i= 1

n

(x0yi + y0xi) εi +

∑
i= 1

n

xi yi +∑
i= 1

n ∑
j = 1，j ≠ i

n

|| xi yj εn + 1 （36）
同理，若将其他非线性仿射运算也看作 n个噪

声元的函数，建立保守性优化模型，并基于海森矩阵
求解该模型，也可求取其他非线性仿射运算的最优
近似。

3 算例分析

3.1 完备性分析

IEEE 30节点系统的拓扑结构见附录中图A1。
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3组分布式电源（DG）分别接入节点 6、18、24，其运
行参数与谐波频谱参数分别见附录中表 A1与表
A2。算法收敛精度设置为10-4。

受自然因素的影响，DG有功功率在某个范围内
变化，假设功率波动比例为 α，则有功功率在区间
[ (1- α)PDG0，(1+ α)PDG0 ]（PDG0为DG的有功功率中心

值）内波动，根据式（37）建立DG有功功率的仿射模
型。当DG采用恒功率因数的运行方式，自然因素
的变化导致有功功率出现波动，无功功率也出现波
动，根据式（38）建立 DG无功功率的仿射模型。根
据式（37）与式（38）建立 DG视在功率的仿射模型，
如式（39）所示。

P̂DG = PDG0 + αPDG0εDG i （37）
Q̂DG =QDG0 + αQDG0εDG i （38）
ŜDG = P̂DG + jQ̂DG （39）

其中，P̂DG、Q̂DG与 ŜDG分别为DG的有功功率仿射、无

功功率仿射与视在功率仿射；QDG0为DG的无功功率

中心值；εDG i为DG功率仿射的噪声元。
当 3组DG位于不同地理位置时，其输出功率受

各自地理位置的自然因素影响，不存在相关性。因
此，分别选用 3个不同的噪声元描述 3组DG输出功
率的不确定性。假设 3组DG的功率波动比例均为
20%，将蒙特卡罗法的潮流结果视为精确解域，采用
蒙特卡罗法在 DG设定的功率波动区间内随机采
样，采样次数取 104 次，以采样值作为输入量逐次进
行谐波潮流计算，分别选取计算结果中的最大值与
最小值作为区间的上界与下界。

仿射谐波潮流的计算结果为复仿射数，借助文
献［10］的仿射多边形计算复仿射数对应幅值区间的
上界与下界。将文献［15］的算法记作传统算法，分
别采用本文算法与传统算法以及蒙特卡罗法开展谐
波潮流计算，选取节点 19次谐波电压含有率为例，
对比上述3种方法的计算结果，如图1所示。

由图 1可见，本文算法与传统算法得到的区间
结果均包含蒙特卡罗法的区间结果，这表明本文算
法与传统算法均满足完备性要求。

此外，仿射潮流算法的计算复杂度取决于潮流

求解算法与计算结果的噪声元数量。本文算法与传
统算法均选取牛顿-拉夫逊算法作为潮流求解算法。
相比传统算法，本文算法采用仿射乘法的最优近似
算法替代传统的仿射乘法近似算法，2种仿射乘法
的新增噪声元数量均为 1。综上，本文算法与传统
算法的计算复杂度相同，二者的计算时间均为5.3 s。
3.2 保守性优化效果分析

为对比算法保守性的优化效果，定义保守度优
化量Δη，如式（40）所示。

Δη= η0 - η1 （40）
其中，η1 与 η0 分别为本文算法与传统算法的保

守度。
分别采用本文算法与传统算法开展仿射谐波潮

流计算，选取节点 10、15、19次谐波电压含有率，结
果如表 1所示。对比 2种算法的保守度可见，本文算
法的保守度较小，这表明本文算法具有更小的保
守性。

传统的仿射乘法近似算法为：

x̂ŷ = x0y0 +∑
i= 1

n

(x0yi + y0xi) εi +

(∑
i= 1

n

|| xi ) (∑
i= 1

n

|| yi ) εn + 1 （41）
本文算法采用式（36）定义的仿射乘法近似算

法进行仿射谐波潮流计算，传统算法采用式（41）定
义的仿射乘法近似算法进行仿射谐波潮流计算，传

统算法将仿射形式∑
i = 1

n

xiεi与∑
i = 1

n

yiεi分别转换为区间

é
ë
ê -∑

i= 1

n

xi，∑
i= 1

n

xi
ù
û
ú与

é
ë
ê -∑

i= 1

n

yi，∑
i= 1

n

yi
ù
û
ú，以这 2个区间的乘积

求取噪声元高次项的区间。区间运算忽略了参与运
算的 2个不确定量之间的相关性，过估计了噪声元
高次项的区间宽度，导致仿射乘法计算结果的保守
性增大，最终导致仿射谐波潮流计算结果的保守性
增大。

改进算法将仿射谐波潮流的保守性优化问题转
换为数学问题，即令噪声元高次项的区间宽度最小。
实质上通过合理选取展开点，并在求取噪声元高次
项的区间时保持运算量的仿射形式，以噪声元的形
式记录不确定量之间的相关性，降低了仿射乘法计
算结果的保守性，从而降低了仿射谐波潮流计算结

图1 节点19次谐波电压含有率

Fig.1 19th harmonic voltage ratio of nodes

表1 2 种算法保守度对比

Table 1 Comparison of conservative degree between

two algorithms

数据类型

节点10次谐波电压含有率

节点15次谐波电压含有率

节点19次谐波电压含有率

保守度／%
本文算法

64.6939
64.5074
59.1685

传统算法

66.7574
66.7601
61.0745

保守度
优化量／%
2.0635
2.2527
1.9060
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果的保守性。
3.3 功率相关程度对保守性优化效果的影响

选取 3组DG分别接入节点 18— 20，DG的运行
参数见附录中表A3，谐波频谱参数仍选用表A2的
参数。上述节点之间的线路阻抗较小，节点的地理
位置接近。当DG的地理位置接近时，DG功率受自
然因素的影响程度相近，可用相同噪声元表示功率
的不确定性。

设置以下 3种场景开展算例分析：场景 1，影响
DG功率的自然因素有 1种，建立式（42）所示功率仿
射模型；场景 2，影响DG功率的自然因素有 2种，建
立式（43）所示功率仿射模型；场景 3，影响DG功率
的自然因素有3种，建立式（44）所示功率仿射模型。

ŜDG = SDG0 + 0.2SDG0εDG1 （42）
ŜDG = SDG0 + 0.15SDG0εDG1 + 0.05SDG0εDG2 （43）

ŜDG = SDG0 + 0.1SDG0εDG1 + 0.05SDG0εDG2 + 0.05SDG0εDG3
（44）

其中，ŜDG、SDG0与 εDG i ( i= 1，2，3)分别为DG的视在功

率仿射、视在功率仿射的中心值与视在功率仿射的
噪声元。

在实际运行场景中，需要分析不确定性因素的
种类及其对功率的影响程度，辨识功率仿射噪声元
系数的数值大小。

采用本文算法与传统算法，针对场景 1— 3分别
开展仿射谐波潮流计算，选取节点 10、15、19次谐波
电压含有率，结果如表2所示。

2个仿射含有相同噪声元的数量越多，表明二
者的相关程度越高。对比表 2中的保守度优化量可
知，功率仿射所含有的相同噪声元数量越多，本文算
法的保守度优化量越大，保守性的优化效果就越好。

忽略运算量之间的相关性导致仿射乘法计算结
果的保守性增大，运算量之间的相关性越强，产生的
保守性增量越大，本文算法考虑了运算量之间的相
关性，能够消除该保守性增量。当分布式新能源发
电输出功率之间的相关性较强时，本文算法具有较

好的优化效果。

4 结论

本文研究了仿射谐波潮流的保守性优化方法。
在基于纽曼级数定义雅可比仿射矩阵的求逆运算
后，求解仿射潮流修正方程组所涉及的非线性运算
为乘法运算。建立仿射乘法的保守性优化模型，并
基于海森矩阵求解仿射乘法的最优近似，本质上将
仿射乘法运算看作噪声元的函数，即考虑了运算量
之间的相关性，缩小了噪声元高次项的区间宽度，降
低了仿射乘法运算结果的保守性，从而降低了仿射
谐波潮流计算结果的保守性。算例结果表明，对比
传统算法，本文算法的计算结果在满足完备性要求
的前提下具有更小的保守性。

风电、光伏往往集中建设，地理位置相近的风
电、光伏受自然因素的影响程度相似，可以采用相同
的噪声元描述其功率的不确定性。算例结果表明，
本文算法用于处理地理位置接近的风电、光伏并网
谐波潮流分析时具有较好的优化效果。

此外，本文对仿射乘法的改进思路也可用于改
进其他非线性仿射运算的保守性，适用于其他类型
仿射潮流的保守性优化场景。

附录见本刊网络版（http：∥www.epae.cn）。
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Conservation optimization of affine harmonic power flow based on Hessian matrix
SHAO Zhenguo1，2，TANG Weikun1，2，ZHANG Yan1，2，HUANG Gengye1，2

（1. College of Electrical Engineering and Automation，Fuzhou University，Fuzhou 350108，China；
2. Fujian Smart Electrical Engineering Technology Research Center，Fuzhou 350108，China）

Abstract：Aiming at the problem that large conservation exists in the calculation results of traditional affine
harmonic power flow，a conservation optimization method for affine harmonic power flow is proposed. Firstly，
the power flow equation of power grid is established and solved by Newton-Raphson algorithm，and Newman
series is adopted to convert the inverse operation of affine matrix into multiplication operation in the calcula-

tion process. Secondly，the conservative degree is defined as a quantitative index of conservation. With the
completeness as the constraint condition and the minimum conservative degree as the optimization target，
the optimal approximation of affine multiplication is solved based on Hessian matrix. Finally，the optimal
approximation of affine multiplication is used for affine harmonic power flow calculation. The simulative re⁃
sults of IEEE 30-bus system show that，compared with the traditional algorithm，the calculation results of the
proposed method are less conservative．
Key words：affine harmonic power flow；conservation；affine multiplication；affine matrix inverse operation；
Hessian matrix
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图 A1 IEEE 30 节点系统 

Fig.A1 IEEE 30-bus system 

 

表 A1 DG 运行参数 

TableA1 Operation parameters of DG 

并网节点编号 有功功率 无功功率 

6 0.21 0.052 

18 0.18 0.045 

24 0.15 0.039 

注：功率均为标幺值。 

 

表 A2 DG 谐波频谱参数 

TableA2 Harmonic spectrum parameters of DG 

谐波次数 谐波电流含有率 相角/（º） 

6 0.10 20 

8 0.07 30 

10 0.05 37 

12 0.06 42 

14 0.09 56 

15 0.07 67 

19 0.10 77 

 

表 A3 DG 运行参数 

TableA3 Operation parameters of DG 

并网节点编号 有功功率 无功功率 

18 0.21 0.052 

19 0.18 0.045 

20 0.15 0.039 

注：功率均为标幺值。 
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