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计及用户参与不确定性的虚拟电厂分布鲁棒优化模型

刘 鑫 1，李 扬 1，史云鹏 1，沈运帷 2
（1. 东南大学 电气工程学院，江苏 南京 210096；2. 上海电力大学 电气工程学院，上海 200090）

摘要：灵活资源的需求响应行为在不同运行状态、激励水平下有很大的不确定性和差异性，需求响应优化方

案的精准度有待进一步提高。针对这一问题，提出了一种虚拟电厂中计及用户需求响应不确定性的分布鲁

棒优化方法。考虑可中断、可转移、可增长 3种灵活资源的响应特性，构建包含用户响应特征参数的精细化

需求响应模型；以提升虚拟电厂经济性、电网友好性和用户舒适性为子目标，构建促进多方利益最大化的多

目标优化模型；基于数据驱动的分布鲁棒方法，构建精细化响应模型中随机参数的概率分布模糊集，提出虚

拟电厂两阶段分布鲁棒优化模型，并采用强对偶理论进行转化求解。算例仿真结果表明所提模型能够提高

需求响应精度和虚拟电厂经济收益。
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0 引言

虚拟电厂作为一个管理分布式可再生资源协调

运行的载体，可将其视为一个特别的电厂参与系统

调控运行［1］。需求响应是虚拟电厂与电网进行友好

交互的重要方式之一。虚拟电厂能够针对市场电价

信号或激励信号，对分布式电源、储能和需求侧资源

等广义负荷进行调控［2］。由于分布式电源具有较强

的波动性、间歇性和随机性，且不同用户、不同资源

在不同激励水平下的响应行为具有一定的差异［3‐4］。
虚拟电厂在需求响应的实施过程中面临着巨大的不

确定性，这不仅给虚拟电厂的运营管理带来了许多

挑战，使虚拟电厂的实时功率平衡变得更加复杂，而

且阻碍了需求侧灵活资源在新型电力系统中的应

用。因此，需要设计一种可靠的计及用户参与不确

定性的需求响应机理模型，并在虚拟电厂优化过程

中考虑这种不确定性因素的影响。

目前，有诸多关于需求响应不确定性建模的研

究。文献［5］基于消费者心理学原理，建立了用户需

求响应功率与分时电价价差之间的映射模型。文献

［6］采用弹性系数来定量衡量电力价格变化对用户

响应能力的影响。但上述模型均为理想情况下的确

定性描述，未能考虑外界环境因素对用户决策行为

的影响。为此，文献［7］通过负荷削减能力和响应的

不确定性这 2个特征描述需求响应随经济激励及其
他因素变化的规律。文献［8］对需求响应消费者心
理学模型进行改进，采用参数化的方法刻画用户响
应的随机性。文献［9］提出了一种基于参数空间包
络域期望的需求响应不确定性建模方法，该方法能
够对居民用户响应能力进行量化评估。文献［10］针
对居民用户响应特性多样化、差异化的问题，构建了
基于长短时记忆网络的精细化需求响应模型。

针对不确定性因素的处理方法一直是能源系统
优化领域研究的热点。文献［11］采用随机优化的方
法解决现货市场中可再生能源发电和需求响应的不
确定性问题。文献［12］针对电动汽车运行状态的不
确定性问题，提出了一种两阶段自调度模型。文献
［13］提出了基于场景树的多阶段随机优化模型，并
证明了该方法相比于两阶段随机优化模型更具有优
越性。文献［14］采用鲁棒优化的方法处理风电出力
和电力市场电价的不确定性，优化了虚拟电厂的竞
标策略。与随机优化和鲁棒优化相比，分布鲁棒优
化能够构建随机变量合理的分布模糊集，并寻找最
差的概率分布，完美地结合了二者的优点，同时能够
解决随机规划方法中数据稀缺性和随机分布难以准
确描述的问题，以及鲁棒优化结果过于保守的问
题［15］。文献［16‐17］中基于Wasserstein距离构建模
糊集的样本外表现特性相比于基于矩信息构建模糊
集的方法更优，但是其中灵活资源出力或需求响应
的不确定误差均由随机参数直接表示，不能够对造
成误差的根本因素进行刻画。由于分布鲁棒优化既
能考虑随机参数的不确定性，又能够解决参数分布
的不确定性，所以采用分布鲁棒优化与需求响应随
机模型相结合的方法既可以对用户需求响应的不确
定性进行刻画，又可以对这种不确定性的差异性进
行表征。对于用户参与需求响应复杂的响应行为，
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通过差异化的响应特征参数建立了精细化的用户响
应模型，能够对用户的响应意愿进行表征，刻画了不
同用户特有的响应特性。并且，基于该模型能够改
善模糊集的构建方法，该方法能够充分挖掘数据所
表征的统计信息，所构建的模糊集涵盖了各个用户
专属的不确定性行为的特征，能够更加科学地解决
用户需求响应的不确定性问题。

在上述背景下，本文提出了一种计及用户需求
响应不确定性的虚拟电厂分布鲁棒优化模型，以降
低需求响应不确定性对系统运行的影响，提高优化
结果的可靠性。首先，采用随机参数刻画用户响应
行为的差异性，构建了包含用户响应特征参数的精
细化需求响应模型；其次，围绕需求响应在经济调
度、削峰填谷等多方面的作用，构建了促进多方利益
最大化的多目标优化模型；然后，基于Wasserstein距
离构建响应模型中随机参数的概率分布模糊集，提
出了虚拟电厂两阶段分布鲁棒优化模型；最后，通过
算例分析验证了所提需求响应模型及优化方法的有
效性。

1 精细化需求响应随机性模型

本文假设虚拟电厂与电力用户的合作模式为非
合同制的激励型需求响应，虚拟电厂不会强制干预
用户的用电行为，用户可以根据激励信号自主选择
是否参与响应及决定响应功率的大小。不同类型负
荷由于对电力的需求程度、由电力带来的经济效益
存在差异，在同一激励水平下，其参加需求响应的意
愿不同。并且，由于管理者自身的用电习惯及对激
励的敏感程度不同，即使归属于同一类型的负荷其
响应程度也不尽相同。考虑到响应功率与用户的需
求响应参与程度线性相关，本文将用户的响应功率
与虚拟电厂激励强度之间的关系描述为一个分段函
数，如图 1所示。用户的响应功率可以概括为处于
需求响应死区、动作区和饱和区 3种情况。当激励
强度较小时，用户获得的响应补偿无法弥补其调整
自身用电行为的损失，故不参与需求响应；当激励强
度超过用户最低的期望补偿 r1时，用户参与需求响
应的意愿逐渐上升，并且响应功率存在随机波动性，
图 1动作区中虚线为用户参与响应的一种情况，实

线为响应功率波动范围边界；当激励强度达到动作
区的拐点B时，用户的响应能力完全被激发，此后用
户的响应功率保持最大值不变。

通过对图 1进行分析不难发现，用户响应的随
机性主要体现在动作区的响应功率。参考文献［8］
所提方法，采用二次函数对动作区用户的响应功率
曲线进行建模，具体如式（1）所示。

PDR=ξ ( r-a) ( r-b) （1）
式中：PDR为用户的响应功率；ξ、a、b为表征用户响

应特性二次函数的参数；r为虚拟电厂的激励强度。

假设已经获得A ( r1，0)和B ( r2，p1 )这 2个拐点的坐标

参数，将其代入式（1），用户响应功率可以进一步表
示为式（2）。

PDR=ξ ( r- r1 )
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（2）
随后对式（2）中表征用户差异化响应特性的参

数 r1、r2、p1、ξ进行刻画，以建立精细化的需求响应随

机性模型。其中 r1、r2、p1为确定性参数，可由虚拟电

厂中用户的基本信息获得，ξ为不确定性随机参数，

将在第 2节中采用分布鲁棒优化的方法进行处理。
本文所考虑的虚拟电厂中除了具有可中断、可转移
2种灵活负荷资源和可增长的分布式电源外，虚拟
电厂自身备用的储能系统也可以参与需求响应。下
面分别介绍各种类型灵活资源的响应特性参数确定
方法。

r1为响应死区的阈值，即灵活资源参与需求响
应的经济收入和损失相等时的激励强度。灵活资源
的需求响应收益EDR可以表示为：

EDR= rPDR （3）
可中断负荷 IL（Interruptible Load）、可转移负荷

TL（Transferable Load）、可增长资源 GR（Growable
Resource）的需求响应损失函数如式（4）所示。

ì
í
î

ïï

ïïïï

L ILi =w ILi PDR
LTLi =wTLi PDR
LGRi =λcut，i PDR

（4）
式中：L ILi 、LTLi 和 LGRi 分别为第 i个 IL用户、TL用户和
GR的需求响应损失；w ILi 和 wTLi 分别为第 i个 IL用户
和TL用户的单位功率损耗成本，可通过用户电力成
本与其生产利润的比例计算得到；λcut，i为第 i个分布
式电源的单位功率切机惩罚成本。因此，各个灵活
资源的响应死区阈值可以表示为：

ì
í
î

ïï

ïïïï

r IL1，i=w ILi
rTL1，i=wTLi
rGR1，i=λcut，i

（5）
式中：r IL1，i、rTL1，i、rGR1，i分别为第 i个 IL用户、TL用户和GR
的响应死区阈值。

r2为响应动作区拐点的横坐标，即灵活资源达

图1 考虑用户不确定性的需求响应模型

Fig.1 Demand response model considering

user uncertainty
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到最大响应潜力时的激励强度。通过灵活资源的历

史响应数据，取该资源最大响应潜力所对应的激励

强度的均值为 r2。p1为灵活资源的最大响应潜力，

一般可以通过历史响应数据、用户注册数据及调研

用户的生产设备参数和生产特性获得。

储能系统的需求响应完全由虚拟电厂自行决

定，当需求响应补偿大于储能的充放电损耗时，虚拟

电厂调用储能系统参与调控。

2 虚拟电厂多目标分布鲁棒优化模型

本节采用分布鲁棒优化方法处理需求响应模型

中的随机参数，基于Wasserstein距离判断随机变量

的某个概率分布是否在一定的经验分布范围内，从

而构建尽可能靠近真实概率分布的模糊集。这既考

虑了随机变量的不确定性，也能够应对随机变量分

布的不确定性，处理了随机变量概率分布难以估计、

估计不准确的问题。然后以提高虚拟电厂的经济

性、电网友好性和用户舒适性为目的，建立考虑用户

参与不确定性的虚拟电厂多目标分布鲁棒优化模

型，并给出了相应模型的求解方法。

2.1 优化模型

2.1.1 目标函数

计及用户参与不确定性的虚拟电厂多目标优化
调度问题是一个两阶段问题。第一阶段通过构建含

虚拟电厂经济性、电网友好性和用户舒适性的虚拟
电厂多目标优化调度模型，以充分发挥虚拟电厂在

“源-网-荷-储”灵活友好互动方面的作用，促进虚

拟电厂经济、高效运行。在用户参与确定性的情况

下优化需求响应行为。第二阶段在考虑用户参与不

确定性的情况下，以第一阶段决策的需求响应量为

基础，并计及系统运行约束条件，确定精细化的需求

响应结果。

第一阶段所构建的虚拟电厂多目标优化模型

如下。

1）虚拟电厂经济性目标。

min f1 =∑
t∈T ( )COP，t-CDR，t+CES，t （6）

COP，t=λm，t PVPP，t+λm，t PGRt -λvpp，t PL，t （7）
CDR，t=λdrc，t (P ILDR，t+PTL，outDR，t +PdisES，t)+

λdra，t (PTL，inDR，t +PGRDR，t+PchES，t) （8）
CES，t=αES(PdisES，t+PchES，t) （9）

式中：f1为虚拟电厂总成本；T为一个调度周期内的

所有时段集合；t表示 t时段；COP，t为系统运行成本；

CDR，t为需求响应收益，需要说明的是该收益为包含

所有用户收益在内的整体收益，更符合虚拟电厂为

整个团体谋取利益的代理商角色；CES，t为储能损耗

成本；λm，t为电力市场电价；PVPP，t为虚拟电厂在市场

中的交易功率；PGRt 为所有GR的发电功率；λvpp，t为虚
拟电厂中用户的电价；PL，t为所有用户的用电功率；

λdrc，t和λdra，t分别为需求响应参与系统削峰和填谷时

的激励强度；P ILDR，t为 IL用户的总响应功率；PTL，outDR，t 和

PTL，inDR，t 分别为 TL用户的总转出功率和总转入功率；

PGRDR，t为GR的总响应功率；αES为储能系统的充放电

损耗系数；PdisES，t为储能系统放电功率；PchES，t为储能系

统充电功率。

2）电网友好性目标。

虚拟电厂可以通过灵活资源的协调运行来提高

负荷曲线平滑度，降低系统峰谷差，从而缓解电力紧

张，减少新建机组投资。本文采用各个时段负荷与

平均负荷之差的均值 f2来表征虚拟电厂的电网友好

性，具体如下：

min f2 = 1NT
∑
t∈T ( )|| PVPP，t-PVPP，mean （10）

式中：NT为一个调度周期内的时段总数；PVPP，mean为
计及需求响应后虚拟电厂的平均负荷值。

3）用户舒适性目标。

虚拟电厂在激励用户侧灵活资源进行需求响应

的同时，也应该注意维护用户的用能体验，降低用户

的不适应度，以促进长久的合作关系。构建最小化

用户不适应度的子目标函数 f3可以表示为：
min f3 =

1
NT
∑
t∈T ( )∑

i∈NIL

P ILDR，i，t
P ′ILL，i，t

+∑
i∈NTL

PTL，outDR，i，t+PTL，inDR，i，t
P ′TLL，t

+∑
i∈NGR

PGRDR，i，t
P ′GRi，t

（11）
式中：N IL、NTL和NGR分别为由 IL用户、TL用户和GR
所组成的集合；P ILDR，i，t为第 i个 IL用户的响应功率；

PTL，outDR，i，t和PTL，inDR，i，t分别为第 i个 TL用户的转出功率和转

入功率；PGRDR，i，t为第 i个GR的响应功率；P ′ILL，i，t、P ′TLL，t 和
P ′GRi，t 分别为第 i个 IL用户、TL用户和GR参与需求响

应前的基准功率。

由于不同子目标函数的量纲和数量级不同，通

过归一化和添加权重系数的方法将上述多目标函数

整合为一个无量纲的单目标函数，具体如式（12）和
式（13）所示。

f ′= f- fmin
fmax - fmin （12）

min F=ω1 f ′1 +ω2 f ′2 +ω3 f ′3 （13）
式中：f 为子目标函数；f ′为归一化后的子目标函

数；fmax和 fmin分别为子目标函数的最大值和最小值；

F为多目标优化模型的目标函数；ω1—ω3为权重系

数，且满足ω1 +ω2 +ω3 =1。
虚拟电厂两阶段分布鲁棒优化模型目标函数由

两部分组成：一部分是第一阶段虚拟电厂多目标优
化模型的目标函数；另一部分是第二阶段用户需求
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响应行为优化问题在不确定参数最差分布下的期望
值，具体如式（14）所示。

min{F+ sup
D∈M ( )ED( )Fu( )P ILDR，i，t，PTL，outDR，i，t，PTL，inDR，i，t，PGRDR，i，t }

（14）
式中：sup ( ⋅ )表示求函数 ( ⋅ )的上确界；E ( ⋅ )表示求

函数 ( ⋅ )的期望；D为不确定随机变量 ξ的概率分

布；M为随机变量的模糊集，具体构建方法见 2.2节；
Fu表示在第一阶段给定的需求响应方案下，虚拟电
厂多目标优化的目标函数，如式（15）所示。

Fu =min{ω1 f ′u1 +ω2 f ′u2 +ω3 f ′u3} （15）
fu1 =∑

t∈T ( )C͂OP，t- C͂DR，t+ C͂ES，t+ C͂GAP，t （16）
C͂GAP，t=λpen，t PGAPt （17）

fu2 = 1NT
∑
t∈T

|| P͂VPP，t- P͂VPP，mean （18）

fu3 = 1NT
∑
t ∈ T( )∑

i ∈ NIL

P͂ ILDR，i，t
P ′ILL，i，t

+∑
i ∈ NTL

P͂TL，outDR，i，t + P͂TL，inDR，i，t
P ′TLL，t

+∑
i ∈ NGR

P͂GRDR，i，t
P ′GRi，t
（19）

式中：fu1、fu2和 fu3为考虑需求响应不确定场景下对

应的子目标函数；f ′u1、f ′u2和 f ′u3为归一化后的各子目

标函数；C͂OP，t、C͂DR，t和 C͂ES，t分别为考虑需求响应不确
定场景下的系统运行成本、需求响应收益和储能损

耗成本；C͂GAP，t为需求响应误差的平衡成本；λpen，t为
电力市场的平衡电价；PGAPt 为虚拟电厂需求响应的

误差值；P͂VPP，t和 P͂VPP，mean分别为考虑需求响应不确定
场景下的虚拟电厂在市场中的交易功率和虚拟电厂

的平均功率；P͂ ILDR，i，t、P͂TL，outDR，i，t、P͂TL，inDR，i，t和 P͂GRDR，i，t为第二阶段
各个用户的响应功率。
2.1.2 第一阶段约束条件

1）功率平衡约束。

PVPP，t=(P ′ILL，t+P ′TLL，t -P ′GRt )-PdisES，t+PchES，t-
(P ILDR，t+PTL，outDR，t -PTL，inDR，t -PGRDR，t) ∀t （20）

PL，t=∑
i∈NIL
P ILL，i，t+∑

i∈NTL
PTLL，i，t-∑

i∈NGR
PGRi，t ∀t （21）

P ILL，i，t=P ′ILL，i，t-P ILDR，i，t ∀i，t （22）
PTLL，i，t=P ′TLL，i，t-PTL，outDR，i，t+PTL，inDR，i，t ∀i，t （23）

PGRi，t =P ′GRi，t -PGRDR，i，t ∀i，t （24）
式中：P ILL，i，t和PTLL，i，t分别为第 i个 IL用户和第 i个TL用
户参与需求响应后的功率；PGRi，t 为第 i个GR参与需
求响应后的功率。式（20）表示虚拟电厂内部的功率
平衡约束；式（21）表示负荷平衡约束；式（22）—（24）
表示灵活资源功率平衡约束。

2）灵活资源约束。
P IL，minL，i，t ≤P ILL，i，t≤P IL，maxL，i，t ∀i，t （25）
PTL，minL，i，t ≤PTLL，i，t≤PTL，maxL，i，t ∀i，t （26）
PGR，mini，t ≤PGRi，t ≤PGR，maxi，t ∀i，t （27）

式中：P IL，minL，i，t 和P IL，maxL，i，t 分别为第 i个 IL用户功率的最小

值和最大值；PTL，minL，i，t 和 PTL，maxL，i，t 分别为第 i个 TL用户功

率的最小值和最大值；PGR，mini，t 和 PGR，maxi，t 分别为第 i个
GR功率的最小值和最大值。式（25）—（27）表示灵

活资源功率曲线约束，与需求响应随机性模型中的

最大响应潜力相关，且上述公式对于所有类型的灵

活资源同样适用。

3）需求响应约束。

（1）IL需求响应。

P ILDR，t=∑
i∈NIL
P ILDR，i，t ∀t （28）

0 ≤ P ILDR，i，t ≤ P IL，maxDR，i，t ∀i，t （29）∑
t∈T
P ILDR，i，tΔt≤R IL，maxDR，i ∀i （30）

式中：P IL，maxDR，i，t为 t时段内第 i个 IL用户响应功率的最大

值；R IL，maxDR，i 为一个调度周期内第 i个 IL用户总响应电

量的最大值；Δt为单位时间长度。

（2）TL需求响应。

PTLDR，t=∑
i∈NTL

( )PTL，outDR，i，t-PTL，inDR，i，t ∀t （31）
0≤PTL，outDR，i，t≤μTL，outi，t PTL，omDR，i，t ∀i，t （32）
0≤PTL，inDR，i，t≤μTL，ini，t PTL，imDR，i，t ∀i，t （33）∑

t∈T
PTL，outDR，i，t=∑

t∈T
PTL，inDR，i，t ∀i （34）

∑
t∈T
PTL，outDR，i，tΔt≤RTL，maxDR，i ∀i （35）

∑
t ∈ T

( )μTL，outi，t + μTL，ini，t ≤ YTL，i ∀i （36）
μTL，outi，t ={0，1} t∈T TL，out

i ，∀i （37）
μTL，ini，t ={0，1} t∈T TL，in

i ，∀i （38）
0≤μTL，outi，t +μTL，ini，t ≤1 ∀i，t （39）

式中：PTLDR，t为TL用户的总响应功率；μTL，outi，t 和 μTL，ini，t 均

为布尔变量（取值为 1时表示参与需求响应，取值为

0时表示未参与需求响应）；PTL，omDR，i，t和PTL，imDR，i，t分别为第 i
个 TL用户转出功率和转入功率的最大值；RTL，maxDR，i 为

一个调度周期内第 i个 TL用户总响应电量的最大

值；YTL，i为一个调度周期内第 i个 TL用户的最大响

应次数；T TL，out
i 和T TL，in

i 分别为第 i个TL用户的可转出

工作时段和可转入工作时段集合。式（31）—（33）表

示 TL用户响应功率约束；式（34）表示 TL用户转入

和转出电量相等的约束；式（35）表示单个 TL用户

总响应电量约束；式（36）表示TL用户的响应次数约

束；式（37）—（39）表示TL用户的响应状态约束。

（3）GR需求响应。

PGRDR，t=∑
i∈NGR

PGRDR，i，t ∀t （40）
0≤PGRDR，i，t≤PGR，maxDR，i，t ∀i，t （41）∑
t∈T
PGRDR，i，tΔt ≤RGR，maxDR，i ∀i （42）

式中：PGR，maxDR，i，t 为 t时段内第 i个 GR响应功率的最大
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值；RGR，maxDR，i 为一个调度周期内第 i个GR总响应电量
的最大值。

（4）储能系统约束。
0≤PdisES，t≤ μdisES，t Pdis，maxES，t ∀t （43）
0≤PchES，t≤ μchES，t Pch，maxES，t ∀t （44）
Smint ≤St≤Smaxt ∀t （45）

St+1 =St+ P
chES，tηES
QES

- PdisES，t
ηESQES

∀t （46）
STstr ≤STend （47）∑

t∈T
( )μdisES，t+μchES，t ≤YES （48）

μdisES，t={0，1} t∈T ES，dis （49）
μchES，t={0，1} t∈T ES，ch （50）
0≤μdisES，t+μchES，t≤1 ∀t （51）

式中：Pdis，maxES，t 和Pch，maxES，t 分别为储能放电功率和充电功
率的最大值；μdisES，t和 μchES，t均为布尔变量（取值为 1时
表示储能工作，取值为0时表示储能未工作）；St为储
能的荷电状态；Smint 和 Smaxt 分别为储能荷电状态的最
小值和最大值；ηES为储能的充放电效率；QES为储能

的电池总容量；STstr和 STend分别为调度开始时段和结
束时段储能的荷电状态；YES为一个调度周期内储能
的最大响应次数；T ES，dis和T ES，ch分别为储能放电和充
电工作时段合集。
2.1.3 第二阶段约束条件

在第二阶段中，设储能的放电功率和充电功率

分别为 P͂disES，t和 P͂chES，t，表征储能处于放电和充电状态
的布尔变量分别为 μ͂disES，t和 μ͂chES，t，表征 TL用户处于削

峰和填谷工作状态的布尔变量分别为 μ͂TL，outi，t 和 μ͂TL，ini，t 。

第二阶段优化过程中除了决策变量 P͂ ILDR，i，t、P͂TL，outDR，i，t、
P͂TL，inDR，i，t、P͂GRDR，i，t、P͂disES，t、P͂chES，t、μ͂TL，outi，t 、μ͂TL，ini，t 、μ͂disES，t和 μ͂chES，t满足

约束条件式（20）—（51）外，还应添加如下约束：

PGAPt =PdisES，t-PchES，t+(P ILDR，t+PTL，outDR，t -PTL，inDR，t -PGRDR，t)-
P͂disES，t+ P͂chES，t-( P͂ ILDR，t+ P͂TL，outDR，t - P͂TL，inDR，t - P͂GRDR，t ) ∀t（52）

0 ≤ P IL，maxDR，i，t ≤ P͂ IL，maxDR，i，t ∀i，t （53）
0≤PTL，omDR，i，t≤ P͂TL，omDR，i，t ∀i，t （54）
0≤PTL，imDR，i，t≤ P͂TL，imDR，i，t ∀i，t （55）
0≤PGR，maxDR，i，t ≤ P͂GR，maxDR，i，t ∀i，t （56）

式中：P͂ IL，maxDR，i，t、P͂TL，omDR，i，t、P͂TL，imDR，i，t和 P͂GR，maxDR，i，t 为在考虑用户不确
定性的情况下各类灵活资源响应功率的最大值，可
通过式（2）计算得到。需要说明的是，由于 TL用户
在完成响应后需要进行功率恢复，因此在非削峰需
求响应时段并未对 TL用户的转出功率按式（54）进
行严格限制，非填谷需求响应时段的转入功率约束
同理可得。
2.2 模糊集构建

基于Wasserstein距离的模糊集构建方法能够充
分挖掘数据所表征的统计信息，比其他方法更为合

理。并且该方法能够适用于离散分布的情况，可方

便转化为有限凸规划，易于计算。其定义为概率分

布空间中，从一个概率分布D1移动到另外一个概率

分布D2的距离范数W，具体如式（57）所示。

W (D1，D2 )= inf ( )∫d ( )ξ1，ξ2 Π ( )dξ1，dξ2 （57）
式中：inf ( ⋅ )表示求函数 ( ⋅ )的下确界；ξ1和 ξ2分别

为服从概率分布 D1 和 D2 的随机变量；d ( ξ1，ξ2 )=
 ξ1 -ξ2 1为样本 ξ1和 ξ2之间的范数；Π (dξ1，dξ2 )为
样本 ξ1和 ξ2的联合分布。

采用Wasserstein距离构建用户响应特性随机变

量 ξ的模糊集，首先根据随机变量 ξ的 S组样本数据

{ ξ͂1，ξ͂2，⋯，ξ͂S}，将样本的均匀分布作为经验分布De：

De = 1S∑s=1
S

ξ͂s （58）
然后，根据Wasserstein距离构建尽可能靠近经

验分布De的分布模糊集M：

M (De )={D∈R ( )Ξ |W ( )De，D <ε} （59）
式中：M (De )表示以 De 为中心、ε为半径的球体；

R ( )Ξ 表示随机变量支撑集Ξ中的全部概率分布的

集合。

Wasserstein球的半径 ε可以控制分布鲁棒模型

的保守性。在满足一定置信水平 β下的半径 ε可以

表示为［15］：

ε ( )S，β =C 1
S ln ( )1

1-β （60）

C=2 inf
α>0 ( )1

2α
é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
ú1+ ln ( )1

S∑s=1
S eα ξ͂s-ξ0 2

1 （61）
式中：α为辅助变量，可以通过二分搜索法求解得

到；ξ0为数据样本的平均值。

2.3 求解方法

为了便于表示，将具有“min-max-min”结构的虚

拟电厂多目标两阶段分布鲁棒优化模型抽象描述为

如下形式：

min
x {cTx+ sup

D∈M
ED( )inf

y ( )dTy ( )x，ξ } （62）
s.t. ì

í
î

ATx≤b
ZTy≤T ( )x，ξ +H ( )ξ （63）

式中：x为第一阶段问题的决策变量；c为目标函数

中决策变量 x的系数向量；y为第二阶段的决策变

量；d为目标函数中决策变量 y的系数向量；A为第一

阶段约束条件的系数矩阵；b为第一阶段约束条件

的参数向量；Z为第二阶段约束条件的系数矩阵；

T (x，ξ )和H ( ξ )为第二阶段约束条件的参数向量。
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式（63）中第一个式子对应式（20）—（51），式（63）中
第二个式子对应式（20）—（56）。

由式（62）可知，两阶段分布鲁棒优化模型具有
“min-max-min”的结构。根据 Slater条件判断该模型
强对偶性成立，因此将目标函数“min-max-min”结构
转化为“min-min-max”结构，具体过程如下：

min{cTx+ sup
D∈M ( )ED( )inf ( )dTy ( )x，ξ }=

minìí
î
cTx+ inf ( )1

S∑s=1
S sup

ξ∈Ξ ( )dTy-σ ξ- ξ͂s 1 +σε
ü
ý
þ
（64）

式中：σ为对偶因子。通过引入辅助变量 θs( s=
1，2，…，S)，模型可以进一步转化为：

min cTx+ 1S∑s=1
S

θs+σε （65）

s.t.
ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ATx≤b
sup
ξ∈Ξ ( )dTy-σ ξ- ξ͂s 1 ≤θs ∀s
σ≥0
ZTy≤T ( )x，ξ +H ( )ξ ξ∈Ξ

（66）

根据文献［17］可知在满足 dTy是关于 ξ的凸函

数时，sup
ξ∈Ξ (dTy-σ ξ- ξ͂s 1 )的最优解只能是在随机变

量的上下界( ξ̄，-ξ )处获得，因此最终得到如下模型：

min cTx+ 1S∑s=1
S

θs+σε （67）

s.t.

ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ATx≤b
σ≥0
dTy-σ ξ̄- ξ͂s 1≤θs ∀s
dTy-σ -ξ- ξ͂s 1≤θs ∀s
dTy≤θs ∀s
ZTy≤T ( )x，ξ̄ +H ( )ξ̄
ZTy≤T ( )x，-ξ +H ( )-ξ

（68）

x、y、σ和 θs为决策变量，ε表示根据样本计算得

到的Wasserstein球的半径，其可以通过式（60）、（61）
计算获得。因此该模型为混合整数线性规划问题，
可以采用Yalmip工具箱进行建模，并通过CPLEX等
求解器进行求解。

3 算例分析

本文以某地区的需求响应数据为基础验证所提
模型的有效性。所构建的虚拟电厂系统包含 5个 IL
用户、5个TL用户、2个GR分布式电源运营商以及 1
个自备储能系统。各种灵活资源和储能系统的相关
参数、电力市场电价、负荷分时电价、灵活资源的功
率曲线和最大响应潜力等基础参数见附录A。该方
法能够解决层次分析法在评价指标较多时其思维一

致性的偏差问题，具有很好的合理性。设分布鲁棒优
化的置信水平 β为0.9，训练样本数据的数量S为50，
球半径 ε为 1.057 4×10-4。由于实际用户响应数据体
量较小，故采用正态分布生成随机场景以表征用户
响应态度的不确定性，以现有响应数据的平均值为
均值，生成 500组满足正态分布的随机场景对虚拟
电厂分布鲁棒优化结果的性能进行测试，以所有测试
样本实际运行结果的平均值为参考进行分析讨论。
3.1 精细化需求响应模型对优化结果的影响

参考文献［18］，采用模糊层次分析法确定多目
标优化的权重系数，ω1—ω3分别取值为 0.5、0.25和
0.25。本文基于以下 3种需求响应方案对优化结果
进行对比分析：方案 1，采用不考虑用户不确定性的
需求响应模型；方案 2，采用考虑用户不确定性的需
求响应模型，但不对用户进行精细化区分；方案 3，
采用考虑用户不确定性的精细化需求响应模型。

不同需求响应模型下的虚拟电厂优化运行结果
如表 1所示。方案 1采用不考虑用户不确定性的情
况下需求响应的收益最低，且虚拟电厂优化总目标
最大，需求响应在虚拟电厂经济性和电网友好性方
面表现最差。通过对比方案 2和方案 3的各项指标
不难发现，当对用户的响应特征进行精细化区分时
需求响应的整体效果更好，且有利于提升虚拟电厂
和用户的经济收益。

图 2给出了各个方案下不同时段的需求响应误
差。整体而言不考虑需求响应不确定性的方案 1误
差最大，在大多数时段内采用方案 3对用户响应特
性进行精细化区分的响应误差要比不进行区分的情
况更小。图 3给出了虚拟电厂响应误差及其与响应
总量的占比。可以明显看出方案 3的响应误差最
小，总体响应电量最多，且误差占比最低，从方案 1
的 42.10%显著降低到了 15.92%。这说明采用精细
化的不确定响应模型能够有效降低虚拟电厂的整体
误差，对提升潜在资源的利用价值、提高需求响应可
靠性具有积极的促进作用。

不同需求响应模型下虚拟电厂与电网功率交换
情况如图4所示。

由图 4可知，虚拟电厂原始负荷的峰谷特性明
显。实施需求响应后，在 18:00— 20:00时段内虚拟

表1 不同需求响应模型下的优化结果

Table 1 Optimal results under different

demand response models

目标结果

需求响应收益／元

虚拟电厂经济性 fu1
电网友好性 fu2
用户舒适性 fu3

总目标

方案 1
5332
-43337
2.5800
0.2147
0.4864

方案 2
6180
-45525
2.5676
0.2493
0.4712

方案 3
6253
-46409
2.5117
0.2713
0.4601
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电厂的峰值负荷有所降低，在 02:00— 06:00时段内

虚拟电厂的低谷负荷有所增加。这是受需求响应激

励的影响，虚拟电厂在负荷高峰时段进行负荷削减

和转移，在低谷时段削减可再生能源发电，从而优化

电网友好性目标函数。通过对比表 1和图 4可以看

出，采用方案 3中精细化的需求响应建模方法能够

使虚拟电厂的负荷曲线更加平滑，更好地对虚拟电

厂的电网友好性进行优化。

不同类型用户的需求响应优化结果及分析见附

录B。
3.2 虚拟电厂多目标优化结果对比分析

本文围绕需求响应多方面作用，在采用考虑用

户不确定性的精细化需求响应模型的基础上，通过

以下 4种方案对多目标优化问题进行对比分析：方

案 3，均衡考虑需求响应对虚拟电厂经济性、电网友

好性和用户舒适性的影响，采用本文所提多目标优

化方案；方案 4，重点考虑需求响应对虚拟电厂经济

性的影响（ω1—ω3分别取值为 0.9、0.05、0.05）；方案
5，重点考虑需求响应对电网友好性的影响（ω1—ω3
分别取值为 0.05、0.9、0.05）；方案 6，重点考虑需求响
应对用户舒适性的影响（ω1— ω3分别取值为 0.05、
0.05、0.9）。

不同方案下需求响应及虚拟电厂收益情况如图
5所示，不同方案下虚拟电厂与电网的功率交换情
况如图6所示。

由图 5可知，相比于采用重点考虑虚拟电厂经

济性的方案 4，方案 3中需求响应和虚拟电厂的收益

仅降低了 2.86%和 1.05%，并不会对虚拟电厂的收

益造成过多损失。而在方案 5和方案 6中，虚拟电厂

的收益分别下降了 5.58%和 13.6%，并且方案 5和方

案 6的需求响应收益分别下降了 12.96%和 75.08%，

不利于激发用户参与的积极性。由图6可知，采用方

案 5重点考虑电网友好性时，虚拟电厂在用电量低

谷时段（05:00— 08:00）内的耗电量最高，在高峰时

段（18:00— 20:00）的耗电量最低，需求响应的削峰

填谷效果最优。方案 3— 6中子目标 fu2的计算结果

分别为 2.51、2.69、2.42和 2.77。由此说明，在电网友

好性方面方案3的需求响应效果与方案5最为接近。

结合图 5、6可知，尽管方案 3的虚拟电厂经济性

较方案 4略差，电网友好性较方案 5略差，但其能够

兼顾这两方面作用。方案 3的虚拟电厂收益较方案

5提高了 11.6%，相比于重点考虑虚拟电厂经济性的

图2 不同时段需求响应的误差功率

Fig.2 Error power of demand response in

different time periods

图4 不同需求响应模型下虚拟电厂与电网的功率交换情况

Fig.4 Power exchange situation between virtual power

plant and grid under different demand response models

图5 不同方案下需求响应及虚拟电厂收益

Fig.5 Benefit of demand response and virtual

power plant under different schemes

图3 不同方案下需求响应的误差电量

Fig.3 Error electric quantity of demand response

under different schemes

图6 不同方案下虚拟电厂与电网的功率交换情况

Fig.6 Power exchange situation between virtual

power plant and grid under different schemes
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方案 4，其削峰填谷效果也有所提升。同时，方案 6
重点考虑用户舒适性导致虚拟电厂几乎不参与需求

响应，在经济收益和削峰填谷方面的效果落后于其

他方案。不同权重系数方案下虚拟电厂的需求响应

情况见附录C图C1。方案 3的整体需求响应电量略

低于方案 4和方案 5，这是由于考虑了对用户舒适性

的影响，导致虚拟电厂降低了部分响应能力。在填

谷需求响应方面，相比于重点考虑虚拟电厂经济性

的方案 4，本文所提方案 3在负荷低谷时段响应功率

提高了 567 kW。在削峰需求响应方面，方案 4的响

应功率主要集中在补偿价格较高的时段，方案 5的
响应功率主要集中在负荷高峰时段，方案 3则在上

述2个时段均有涉及。

通过上述分析不难发现，若过度追求需求响应

的经济收益，系统的峰谷差难以降低；若想达到较好

的削峰填谷效果，则虚拟电厂的经济性有所降低，用

户舒适性得不到保障，因此需要在需求响应过程中

统筹考虑多方面效果的平衡关系。

3.3 多种不确定性优化方法对比分析

为了验证本文提出的分布鲁棒优化方法的有效

性及优越性，分别选取了随机优化方法和鲁棒优化

方法对同一问题进行计算作为对比模型。算例中的

样本数量为 100，测试样本数量为 1 000。不同不确

定性优化方法的优化结果如表2所示。

通过对比不难发现 3种不确定性优化方法中，

采用随机优化时，多目标优化预调度解和测试解的

目标函数均最小，是 3种优化方法中效果最好的一

个，但其在 1 000次测试实验中仅有 88.2%能够达到

预期目标值，优化方法的可靠性需要进一步提升。

鲁棒优化预调度解的目标函数最大，且在测试计算

中所有目标函数均小于预调度的目标函数，有些过

于保守。分布鲁棒优化的结果介于二者之间，相比

于鲁棒优化方法，采用分布鲁棒优化方法时虚拟电

厂经济性和电网友好性均有所提升，且总目标函数

减小了 3%。同时，采用分布鲁棒优化方法测试达

标比例达到了 95%，相比于随机优化可靠性提高了

7.7%。

不同优化方法的需求响应误差如图7所示。

由图 7可知，3种优化方法中鲁棒优化的响应误
差最小，随机优化的响应误差最大，结合表 2中需求
响应的收益以及削峰填谷的情况可以看出，这是由
于采用鲁棒优化后虚拟电厂预调度解的响应量最
小，其误差值也就最小。采用随机优化的预调度解
响应的电量最大，但又往往不能满足所有的场景，因
此存在较大的误差。采用分布鲁棒优化后，虚拟电
厂响应功率的误差在大多数情况下和鲁棒优化保持
在同一水平，同时各方的利益又得到了充分优化。

不同样本数量下 3种不确定性处理方法的优化
结果见附录 C图 C2。可见鲁棒优化方法受样本数
量的影响较小，优化结果的达标比例一直保持在
100%，优化得到的总目标函数始终保持在 0.46以
上，结果过于保守。随机优化方法的目标函数最小，
但其达标比例始终低于 90%，不确定风险较高。随
着样本数量的增加，采用分布鲁棒优化方法下的目
标函数逐渐降低，优化效果得到改善，这是由于扩大
的样本能够排除随机变量发生概率较低的边缘分
布，使不确定变量分布函数逐渐收敛到真实分布。
虽然分布鲁棒优化模型的可靠性有所降低，但依然
维持在 94%以上。当样本数量达到 800时，分布鲁
棒优化的目标函数相比于鲁棒优化减小了 7.9%，相
比于随机优化虽然目标函数增加了 1.7%，但可靠性
也提高了 7%。不同样本数量下随机优化和分布鲁
棒优化的计算时间见附录C图C3，尽管分布鲁棒优
化的耗时更高，但仍处于可以接受的范围内。综合
考虑优化效果、可靠性和计算时间，分布鲁棒优化在
处理不确定性问题时的优越性得以体现。

4 结论

本文主要研究了考虑用户不确定性的虚拟电厂
需求响应的优化问题。构建了反映用户响应行为差
异化特征的精细化需求响应随机性模型，并采用分
布鲁棒优化对模型中的随机参数进行处理。在考虑
虚拟电厂经济性、电网友好性以及用户舒适性的基
础上，构建了多目标分布鲁棒优化模型对虚拟电厂
中多种灵活资源的响应行为进行优化。通过理论分

表2 不同不确定性优化方法的优化结果

Table 2 Optimization results of different uncertainty

optimization methods

目标
结果

fu1
fu2
fu3

总目标

达标比例／%

随机优化

预调
度解

-48531
2.1286
0.3548
0.3747

—

测试解

-47425
2.3423
0.3182
0.4251
88.2

鲁棒优化

预调
度解

-45783
2.5325
0.2572
0.4698

—

测试解

-46118
2.4946
0.2873
0.4681
100

分布鲁棒优化

预调
度解

-47639
2.2573
0.3317
0.4086

—

测试解

-46915
2.4917
0.2961
0.4549
95

图7 不同优化方法的需求响应误差

Fig.7 Demand response error of different

optimization methods
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析及算例验证，得到如下结论。

1）精细化的需求响应随机性模型能够有效刻画
各类灵活资源的响应特性，充分表征了用户响应行
为的差异性，有助于获得最优的需求响应方案。相
比于不考虑不确定性的情况，基于该模型对需求响
应进行优化响应误差降低了 26.2%，虚拟电厂的经
济收益提高了7%。

2）采用多目标优化模型能够考虑需求响应对虚
拟电厂、电网以及用户多方利益的影响，对应的虚拟
电厂收益和电网友好性指标相比于重点考虑经济性
时的电网友好性及重点考虑电网友好性时的经济性
分别提升了 6.7%和 11.6%，说明该方法能够统筹兼
顾需求响应多方面效果的平衡关系。

3）相比于鲁棒优化，分布鲁棒优化的优化结果
提升了 7.9%；相比于随机优化，可靠性提高了 7%。
随着分布鲁棒优化测试样本的扩大，优化结果得到
进一步改善。综合考虑优化效果、可靠性和计算时
间等因素，分布鲁棒优化在处理不确定性问题方面
具有更多的优势。

虚拟电厂可以通过本文模型对需求响应进行优
化，多方面地提升响应效果，但实际情况也可能存在
用户响应功率超出预期的情况，因此本文下一步的
研究工作包括考虑响应激励大小对用户响应行为的
影响，研究需求响应市场化交易情况下的优化问题。

附录见本刊网络版（http：∥www.epae.cn）。
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Distributionally robust optimization model of virtual power plant
considering user participation uncertainty
LIU Xin1，LI Yang1，SHI Yunpeng1，SHEN Yunwei2

（1. School of Electrical Engineering，Southeast University，Nanjing 210096，China；
2. College of Electrical Engineering，Shanghai University of Electric Power，Shanghai 200090，China）

Abstract：The demand response behavior of flexible resources is subject to a great deal of uncertainty
and difference under different operating states and incentive levels. The accuracy of the demand response
optimization scheme needs to be further improved. Aiming at this problem，a distributionally robust optimiza‐
tion method of demand response considering the user participation uncertainty in virtual power plant is pro‐
posed. Considering the response characteristics of three types of flexible resources of interruptible，transfe-
rable and growable，the refined demand response model including user response characteristic parameters is
constructed. Then，the multi-objective optimization model that promotes the maximization of multi-party inte-
rests is constructed with the sub-objectives of improving the economy，grid friendliness and user comfort of
virtual power plant. Furthermore，based on the data-driven distributionally robust method，the probability dis‐
tribution fuzzy set of random parameters in the refined response model is constructed. The two-stage distri‐
butionally robust optimization model of virtual power plant is proposed，and the strong duality theory is
used to solve the model. Simulative results of case study show that the proposed model can improve the
accuracy of demand response and the economic benefits of virtual power plant.
Key words：demand response；uncertainty；virtual power plant；distributionally robust optimization；multi-objec‐
tive optimization
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附录 A 
表 A1 IL 用户相关参数 

Table A1 Related parameters of IL users 

序号 
响应死区阈值 

IL

1,ir /[元 (MW h）-1
] 

响应动作区拐点 

IL

2,ir /[元 (MW h）-1
] 

响应潜力比例 

IL

3,ir / IL

L, ,i tP  

最大累计响应电量 

IL,max

DR,iP /（MW h） 

响应 

时段 

1 200 500 20% 1.2 （8-17） 

2 300 500 20% 1.8 （8-22） 

3 350 700 30% 0.8 （18-22;2-8） 

4 300 500 20% 1.4 （0-24） 

5 400 700 20% 2.4 （6-17;20-24） 

 

表 A2 TL 用户相关参数 

Table A2 Related parameters of TL users 

序号 
响应死区阈值 

TL

1,ir /[元 (MW h）-1
] 

响应动作区拐点 

TL

2,ir /[元 (MW h）-1
] 

响应潜力比例 

TL

3,ir / TL

L, ,i tP  

最大累计响应电量 

TL,max

DR,iP /（MW h） 

最大 

响应 

次数 

转出 

时段 

转入 

时段 

1 300 500 10% 1.2 12 （8-15） （12-17） 

2 300 600 20% 1.4 14 （12-19） （7-12） 

3 200 500 20% 1.8 12 （18-24; 0-6） （18-24; 0-6） 

4 400 600 10% 0.6 12 （14-20） （6-14） 

5 300 700 30% 2.8 14 （16-24） （10-16; 0-6） 

 

表 A3 GR 资源相关参数 

Table A3 Related parameters of GR resources 

序号 
响应死区阈值 

GR

1r /[元 (MW h）-1
] 

响应动作区拐点 

GR

2r /[元 (MW h）-1
] 

响应潜力比例 

GR

3r / GR

,i tP  

最大累计响应电量 

GR,max

DR,iP /（MW h） 

响应 

时段 

1 300 600 20% 1.2 （8-17） 

2 300 600 20% 9 （0-24） 

 

表 A4 ES 系统参数 

Table A4 Parameters of ES system 

额定容量/ 

（MW h） 
最大功率/MW 

电池损耗系数 ES / 

[元 (MW h）-1
] 

最大充放电 

次数 

min

tS /% max

tS /% 
充放电 

效率 ES  

2 0.5 300 10 20 90 0.95 

 

表 A5 用户侧负荷的分时电价 

Table A5 Time-of-use electricity prices for users side 

类型 时段 
电价/ 

[元 (MW h）-1
] 

谷值 （00：00-08:00） 400 

平值 （12:00-17:00; 21:00-24:00） 600 

峰值 （08:00-12:00; 17:00-21:00） 1000 

 
 

 



表 A6 多目标参数及部分数值 

Table A6 Multi-objective parameters and partial values 

参数 数值 参数 数值 参数 数值 

1  0.5 1,maxf  -38,098 1,minf  -50,003 

2  0.25 2,maxf  3.7492 2,minf  1.6459 

3  0.25 3,maxf  4.2748 3,minf  0 

 

 

图 A1 电力市场和需求响应激励价格 

Fig.A1 Electricity market and demand response incentive prices 
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（a） IL 用户 



TL1
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（b） TL 用户 

GR1

GR2

 

（c） GR 用户 

图 A2 灵活资源基础功率曲线 

Fig.A2 Flexible resource base power curve 

 



附录 B 

不同类型用户的需求响应优化结果如图 B1 所示。 
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IL2

IL3

IL4

IL5

 

（a）IL 用户的响应功率 

TL1

TL2

TL3

TL4

TL5

 
（b）TL 用户的响应功率 

GR1

GR2

ES

 
（c）GR 用户及 ES 的响应功率 

图 B1 方案 3 中灵活资源的需求响应情况 

Fig.B1 Demand response for flexible resources in Case 3 

通过对比 IL 用户的响应功率及附录 A 图 A1 中需求响应激励价格不难发现，在 19:00-20:00 这一削峰补

偿价格较高的时段，IL 用户的响应功率较为集中。由于受到响应时间的约束的影响，在 09:00-11:00 这一削

峰补偿同样较高的时段仅有 IL1 和 IL5 参加了响应。IL2 和 IL4 在 12:00 以及 14:00 这 2 个时段内均不参与需求



响应，因为此时的响应激励尚未达到其响应死区阈值。对于可转移资源，TL3 和 TL5 均具备在 00:00-08:00 时

段进行填谷需求响应的能力，而实际情况仅有 TL5 在此时段进行了功率转移，TL3 没有动作的原因是受到了

最大响应功率的限制，为了不对用户造成过多的影响，TL3 转入和转出功率的大小设为响应前负荷功率的

20%，结合附录 A 图 A2 不难发现 TL3 在 00:00-08:00 时段内的负荷几乎为 0，因此 TL3 并没有参与填谷需求

响应。可以看出除 GR1 为分布式光伏受到响应时段、功率以及激励多种因素的限制没有参与需求响应外，其

他各类灵活资源均能很好地根据激励信号参与响应。 

 



附录 C 

 
（a）方案 3 

 
（b）方案 4 

 
（c）方案 5 

图 C1 方案 3—5 下的需求响应情况 

Fig.C1 Demand response under Case 3-5 



 
图 C2 不同样本数量下的计算时间 

Fig.C2 Computation time with different numbers of samples 

 

 

图 C3 样本数量对不同优化方法的影响 

Fig.C3 Effect of sample size on different optimization methods 
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